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Abstrak 

Matriks yang ajaib secara diagonal adalah suatu matriks 𝐴 =  (𝑎𝑖,𝑗)  ∈  ℂ
𝑛×𝑛  yang memenuhi 

∑ 𝑎𝑖,𝜎(𝑖) =
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖,𝜋(𝑖)

𝑛
𝑖=1  untuk semua 𝜎, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 . Dalam jurnal ini akan ditunjukkan bagaimana 

mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal dengan mengambil sebarang 𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑛,𝑗  untuk 2 ≤ 𝑖 ≤

𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 adalah variabel bebas. Di sini juga akan dikaji bahwa matriks yang ajaib secara diagonal 

𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 memiliki  rank(𝐴) ≤ 2. 

Kata kunci: transversal, matriks yang ajaib secara diagonal, rank matriks 

 

Abstract 

Diagonally magic matrix is a matrix 𝐴 =  (𝑎𝑖,𝑗)  ∈  ℂ
𝑛×𝑛  which fill ∑ 𝑎𝑖,𝜎(𝑖) =

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖,𝜋(𝑖)

𝑛
𝑖=1  for all 

𝜎, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛. In this paper, it will be showed how to contruct diagonally magic matrices by taking randomly 

𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑛,𝑗  for 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 are free variables. Here, it will be discussed that diagonally magic 

matrix 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 has rank(𝐴) ≤ 2. 

Keywords: transversal, diagonally magic matrices, rank matrix 

 

 

Pendahuluan 

Didalam matematika matriks menjadi salah satu bahasan yang penting, yang mana matriks 

merupakan salah satu cabang dalam Aljabar Liniear. Secara umum dapat didefinisikan bahwa matriks 

adalah kumpulan bilangan-bilangan yang disusun secara khusus dalam bentuk baris dan kolom sehingga 

membentuk persegi panjang  atau bujur sangkar yang ditulis di antara tanda kurung, yaitu ( ) atau [ ] [2]. 

Ada jenis-jenis matriks seperti, matriks bujur sangkar, matriks nol, matriks satu, matriks 

identitas, matriks positif, matriks transpose, matriks diagonal, dan lain-lain. Selain itu ada juga matriks 

yang ajaib secara diagonal. 

Suatu matriks termasuk matriks yang ajaib secara diagonal dapat ditentukan rank dari matriks 

tersebut. Rank dari suatu matriks merupakan jumlah maksimum dari vekor baris atau vektor kolom yang 

bebas linier. Rank matriks digunakan untuk menentukan apakah sesuatu matriks singular  atau 

nonsingular[1]. 

Berdasarkan pemahaman di atas penulis memandang perlu untuk mengkaji lebih lanjut 

mengenai bagaimana cara mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal dan dipandang perlu 

mengkaji rank dari matriks yang ajaib secara diagonal.  
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Definisi 1 [3] Untuk bilangan bulat positif 𝑛, misalkan 𝑆𝑛 adalah himpunan dari semua 𝑛! permutasi 

{1,2, … , 𝑛}. Jika 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)  ∈  ℂ
𝑛×𝑛 dan 𝜎 ∈  𝑆𝑛, maka barisan 

𝑎1,𝜎(1), 𝑎2,𝜎(2), … . , 𝑎𝑛,𝜎(𝑛)            (1) 

disebut transversal dari 𝐴. 

 

Definisi 2 [4] Suatu matriks 𝐴 =  (𝑎𝑖,𝑗)  ∈  ℂ
𝑛×𝑛 disebut matriks yang ajaib secara diagonal jika 

                                                                           ∑𝑎𝑖,𝜎(𝑖) =

𝑛

𝑖=1

∑𝑎𝑖,𝜋(𝑖)

𝑛

𝑖=1

                                                                     (2) 

untuk semua 𝜎, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛. 

Matriks nol 𝑂 = 0𝑛×𝑛  dan matriks satu  𝐽 = [1]𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Selain itu, 

kedua matriks di bawah ini yaitu 

𝐵𝑛 = (

1 2
𝑛 + 1 𝑛 + 2
⋮

(𝑛 − 1)𝑛 + 1
⋮

(𝑛 − 1)𝑛 + 2

3 … 𝑛
𝑛 + 3 … 2𝑛
⋮

(𝑛 − 1)𝑛 + 3
⋱
…

⋮
𝑛2

)                 (3) 

dan  

 𝐶𝑛 = (

1 2
2 3
⋮
𝑛

⋮
𝑛 + 1

3 … 𝑛
4 … 𝑛 + 1
⋮

𝑛 + 2
⋱
…

⋮
2𝑛 − 1

)                             (4)  

adalah matriks yang ajaib secara diagonal. 

 

Definisi 3 [4] Untuk matriks 𝐷 = (𝑑𝑖,𝑗) ∈ ℂ
𝑚×𝑛 , maka vektor-vektor kolom dari matriks 𝐷  adalah 

𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛. vec(𝐷) adalah suatu vektor kolom dari matriks 𝐷 yang didefinisikan sebagai berikut: 

vec(𝐷) = (𝑑1
𝑇 , 𝑑2

𝑇 , … , 𝑑𝑛
𝑇)
𝑇

 

dengan T  menunjukkan transpose dari matriks tersebut. 

 

Definisi 4 [4] Matriks 𝐸𝑖,𝑗
𝑛  merupakan matriks identitas 𝐼𝑛 ukuran 𝑛 yang elemen 𝑖, 𝑖 dan 𝑗, 𝑗 diganti oleh 

0 dan elemen 𝑖, 𝑗 dan 𝑗, 𝑖 diganti oleh 1. 

 

 

Kontruksi Matriks yang Ajaib Secara Diagonal 

Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗) ∈ ℂ
𝑛×𝑛  adalah matriks yang ajaib secara diagonal dengan 𝑛 ≥ 2 . 

Asumsikan bahwa jumlah setiap transversal adalah 𝑐. Dari definisi matriks yang ajaib secara diagonal 

(3.2), diperoleh sistem persamaan linier 

𝐴̃𝑛vec(𝐴
𝑇) = 𝑐𝑒𝑛!                 (5) 

dengan 𝐴̃𝑛 = (𝑎̃1, 𝑎̃2, … , 𝑎̃𝑛2𝑟𝑢) ∈ ℝ
𝑛!×𝑛2adalah matriks koefisien dan 𝑒𝑛! = (1, … ,1⏟  

𝑛!

)𝑇. Jika 𝑛 = 2, dari 

definisi matriks yang ajaib secara diagonal dan (5), matriks koefisien 𝐴̃2 dapat dibentuk menjadi matriks 

berordo 2 × 4 

𝐴̃2        =    (
 1 0
0 1

0 1
1 0

) = (𝑎̃1, 𝑎̃2, 𝑎̃3, 𝑎̃4), 

dan jika dibentuk menjadi matriks diperbesar diperoleh 

𝐴̂2 = (
1 0
0 1

0 1
1 0

|
𝑐
𝑐
)                 (6) 
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Matriks diperbesar ini adalah bentuk eselon baris tereduksi, matriks diperbesar terdiri dari 

matriks koefisien dan matriks konstanta, maka untuk mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal 

harus mengetahui terlebih dahulu bagaimana mengkonstruksi matriks koefisien.  

 

Perhatikan 

Misalkan 𝑛 ≥  2 

 Untuk 𝑛 = 𝑘, maka matriks koefisien dapat dikonstruksi menjadi seperti berikut: 

𝐴̃𝑘 = (𝑎̃1, 𝑎̃2, … , 𝑎̃𝑘2) 

 Untuk 𝑛 =  𝑘 +  1, maka matriks koefisien dapat dikonstruksi menjadi seperti berikut: 

Pertama, misalkan untuk 1 ≤  𝑚 ≤  𝑘 

𝐶1,1
𝑘+1 = (𝑒𝑘!, 0𝑘!×𝑘), 

𝐶1,𝑚+1
𝑘+1 = (0𝑘!×1, 𝑎̃(𝑚−1)𝑘+1, 𝑎̃(𝑚−1)𝑘+2, … , 𝑎̃𝑚𝑘)   

Kedua, misalkan untuk 𝑖 = 2,3,… , 𝑘 + 1 dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑘 + 1 

𝐶𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝐶𝑖−1,𝑗

𝑘+1 𝐸𝑖−1,𝑖
𝑘+1   

sehingga diperoleh matriks koefisien sebagai berikut: 

 𝐴̃𝑘+1 = 

(

 
 

𝐶1,1
𝑘+1 𝐶1,2

𝑘+1

𝐶1,2
𝑘+1

⋮
𝐶𝑘+1,1
𝑘+1

𝐶2,2
𝑘+1

⋮
𝐶𝑘+1,2
𝑘+1

     

⋯ 𝐶1,𝑘+1
𝑘+1

⋯
⋱
⋯

𝐶2,𝑘+1
𝑘+1

⋮
𝐶𝑘+1,𝑘+1
𝑘+1

 

)

 
 

   (7) 

 

Setelah mengetahui bentuk matriks koefisien dari matriks yang ajaib secara diagonal, sekarang 

dapat dibentuk matriks diperbesar dari matriks yang ajaib secara diagonal. 

 

Perhatikan berikut: 

Misalkan diasumsikan 

𝐶𝑖 = (𝐶𝑖,1
𝑘+1, 𝐶𝑖,2

𝑘+1, … , 𝐶𝑖,𝑘+1
𝑘+1 , 𝑐𝑒𝑘!) 

untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑘 + 1. 

Akibatnya, matriks diperbesar pada 𝐴̃𝑘+1 adalah 

(𝐶1
𝑇 , 𝐶2

𝑇 , … , 𝐶𝑘+1
𝑇 )𝑇      (8) 

Misalkan 

𝐷𝑛 = (

0 …
⋮ ⋱

0 1
⋮ ⋮

0 …
0 …

0 1
0 1

) ∈ ℝ𝑛×𝑛, 

𝐹(𝑛−1)×𝑛 = (𝐼𝑛−1 −𝑒𝑛−1) ∈ ℝ
(𝑛−1)×𝑛, 

𝐺𝑛 = 

(

 
 

0 1 …
1 0 …

1 3 − 𝑛
1 3 − 𝑛

 ⋮ ⋮ ⋱
1 1 …
1 1 …

⋮ ⋮
0 3 − 𝑛
1 2 − 𝑛)

 
 
∈ ℝ𝑛×𝑛 
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(𝑛 − 2)𝑛 

untuk 𝑛 ≥ 2 dapat dinyatakan bahwa bentuk eselon baris tereduksi dari matriks diperbesar dalam 

sistem persamaan linier (5) memiliki bentuk sebagai berikut: 

 

                

𝐴̂𝑛 =

(

 
 
 
 

𝐼𝑛 𝐷𝑛 𝐷𝑛
𝐹(𝑛−1)×𝑛 0

𝐹(𝑛−1)×𝑛

0   

… 𝐷𝑛 𝐺𝑛
… 0 −𝐹(𝑛−1)×𝑛

…
⋱
…

0
⋮

𝐹(𝑛−1)×𝑛
0

−𝐹(𝑛−1)×𝑛
⋮

−𝐹(𝑛−1)×𝑛
0

|

|

𝑐𝑒𝑛
0
0
⋮
0
0 )

 
 
 
 

∈ ℝ𝑛!×𝑛
2
                  (9) 

 

dari (9) untuk mengkonstruksikan matriks yang ajaib secara diagonal perhatikan berikut ini. 

Asumsikan sebarang 𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑛,𝑗  untuk 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 , adalah variabel bebas, dari 

persamaan (9) diperoleh: 

𝑎1,𝑗 = −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐 

untuk 𝑗 = 1, … , 𝑛 − 1,  

dan 

𝑎1,𝑛 = −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ (𝑛 − 2)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐 

dan juga 

𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑗 − 𝑎𝑛,𝑛  

untuk 2 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 − 1. 

Sehingga untuk mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal, diperoleh: 

𝐴𝑛 =

(

 
 
 
 
−∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
⋮

𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
𝑎𝑛,1

… −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐 −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ (𝑛 − 2)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

… 𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎2,𝑛
⋱
…
…

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛

𝑎𝑛,𝑛−1

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛
𝑎𝑛,𝑛 )

 
 
 
 

 

        (10) 

 

 

Rank dari Matriks yang Ajaib Secara Diagonal 

Rank dari matriks yang ajaib secara diagonal yaitu dimensi ruang baris atau ruang kolom dari 

matriks yang ajaib secara diagonal. Kemudian akan ditunjukkan teorema rank dari matriks yang ajaib 

secara diagonal sebagai berikut: 

 

Teorema 5 [4] Misalkan 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Maka  

rank(𝐴) ≤ 2. 
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Bukti: 

Misalkan 𝐴 =  (𝑎𝑖,𝑗)  ∈  ℂ
𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal. 

Dengan menggunakan operasi baris elementer pada persamaan (10), yaitu  

𝐴𝑛 =

(

 
 
 
 
−∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
⋮

𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
𝑎𝑛,1

… −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐 −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ (𝑛 − 2)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

… 𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎2,𝑛
⋱
…
…

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛

𝑎𝑛,𝑛−1

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛
𝑎𝑛,𝑛 )

 
 
 
 

 

 

Matriks diatas ekuivalen baris dengan 

(

 
 

𝑐 − ∑ 𝑎𝑛,𝑖
𝑛
𝑖≠𝑗 𝑐 − ∑ 𝑎𝑛,𝑖

𝑛
𝑖≠𝑗

𝑎2,𝑛 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎2,𝑛 − 𝑎𝑛,𝑛

… 𝑐 − ∑ 𝑎𝑛,𝑖
𝑛
𝑖≠𝑗 𝑐 − ∑ 𝑎𝑛,𝑖

𝑛
𝑖≠𝑗

… 𝑎2,𝑛 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎2,𝑛 − 𝑎𝑛,𝑛
⋮ ⋮

𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛
𝑎𝑛,1 𝑎𝑛,2

⋱ ⋮ ⋮
… 𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛
… 𝑎𝑛,𝑛−1 𝑎𝑛,𝑛 )

 
 

   (11) 

 

Dengan menggunakan operasi baris elementer, bentuk eselon baris tereduksi dari matriks pada (11) 

yaitu: 

                                

(

 
 

1 0 −
𝑎𝑛,2−𝑎𝑛,3

𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,2

0 1     
𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,3

𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,2

0(𝑛−2)×1 0(𝑛−2)×1 0(𝑛−2)×1

… −
𝑎𝑛,2−𝑎𝑛,𝑛

𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,2

…     
𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,𝑛

𝑎𝑛,1−𝑎𝑛,2

… 0(𝑛−2)×1 )

 
 

                                    (12) 

 

Dapat dilihat bahwa (12) memiliki vektor kolom dan vektor baris tak nol 2 sehingga disimpulkan 

untuk 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal dapat dipastikan memiliki rank(𝐴) ≤ 2. 

 

∴ Terbukti bahwa 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal memiliki rank(𝐴) ≤ 2.   

 

Kesimpulan 

1. Matriks yang ajaib secara diagonal dapat dikonstruksikan sebagai berikut: 

𝐴𝑛 =

(

 
 
 
 
−∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
⋮

𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,1 − 𝑎𝑛,𝑛
𝑎𝑛,1

… −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖≠𝑗

+ (𝑛 − 3)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐 −∑𝑎𝑖,𝑛

𝑛−1

𝑖=2

−∑𝑎𝑛,𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ (𝑛 − 2)𝑎𝑛,𝑛 + 𝑐

… 𝑎2,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛 𝑎2,𝑛
⋱
…
…

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛 + 𝑎𝑛,𝑛−1 − 𝑎𝑛,𝑛

𝑎𝑛,𝑛−1

⋮
𝑎𝑛−1,𝑛
𝑎𝑛,𝑛 )

 
 
 
 

 

dengan 𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑛,𝑗  untuk 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1 adalah variabel bebas. 

2. Misalkan 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Maka  

rank(𝐴)  ≤  2. 
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