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Abstrak
Matriks yang ajaib secara diagonal adalah suatu matriks A = (a;;) € C™™ yang memenubhi
Yit1 Qi) = Xi=q Qin@) Untuk semua o,m € S,. Dalam jurnal ini akan ditunjukkan bagaimana
mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal dengan mengambil sebarang a; », a;, j untuk 2 < i <
n,1 < j < n— 1 adalah variabel bebas. Di sini juga akan dikaji bahwa matriks yang ajaib secara diagonal
A € C™*™ memiliki rank(4) < 2.
Kata kunci: transversal, matriks yang ajaib secara diagonal, rank matriks

Abstract
Diagonally magic matrix is a matrix A = (a;;) € C™" which fill ¥I'; a; ;) = 2iLq Qi for all
o, € S,.In this paper, it will be showed how to contruct diagonally magic matrices by taking randomly
Ajn, anjfor2 <i<n,1<j<n-—1are free variables. Here, it will be discussed that diagonally magic
matrix A € C™" has rank(4) < 2.
Keywords: transversal, diagonally magic matrices, rank matrix

Pendahuluan

Didalam matematika matriks menjadi salah satu bahasan yang penting, yang mana matriks
merupakan salah satu cabahg 'dalafmcAljdbar Iiniear. \sdeata? iritnt \dapat didlefinisikan bahwa matriks
adalah kumpulan bilangan-bilangan yang disusun secara khusus dalam bentuk baris dan kolom sehingga
membentuk persegi panjang atau bujur sangkar yang ditulis di antara tanda kurung, yaitu () atau [ ] [2].

Ada jenis-jenis matriks seperti, matriks bujur sangkar, matriks nol, matriks satu, matriks
identitas, matriks positif, matriks transpose, matriks diagonal, dan lain-lain. Selain itu ada juga matriks
yang ajaib secara diagonal.

Suatu matriks termasuk matriks yang ajaib secara diagonal dapat ditentukan rank dari matriks
tersebut. Rank dari suatu matriks merupakan jumlah maksimum dari vekor baris atau vektor kolom yang
bebas linier. Rank matriks digunakan untuk menentukan apakah sesuatu matriks singular atau
nonsingular[1].

Berdasarkan pemahaman di atas penulis memandang perlu untuk mengkaji lebih lanjut
mengenai bagaimana cara mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal dan dipandang perlu
mengkaji rank dari matriks yang ajaib secara diagonal.
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Definisi 1 [3] Untuk bilangan bulat positif n, misalkan S,, adalah himpunan dari semua n! permutasi
{1,2,..,n}.JikaAd = (a;;) € C"”"danc € S,, maka barisan

al,a(l)v A2,6(2)) =+ An,o(n) (1)
disebut transversal dari A.

Definisi 2 [4] Suatu matriks A = (a;;) € C™™ disebut matriks yang ajaib secara diagonal jika
n n

z Qi) = Z i (i) 2)
i=1 i=1
untuk semua g, € S,,.
Matriks nol O = 0, «, dan matriks satu | = [1],,x,, adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Selain itu,
kedua matriks di bawah ini yaitu

1 2 3 . n
n+1 n+2 n+3 w21
Bn = s s s " ®)
n—-1n+1 n—-1Dn+2 m—Dn+3 .. n?
dan
1 2 3 n
an(t 3 gt ¢ e .
n n+l1 n+2 .. 2n-1

adalah matriks yang ajaib secara diagonal.

Definisi 3 [4] Untuk matriks D = (d;;) € C™", maka vektor-vektor kolom dari matriks D adalah

d4,dsy, ..., dy,. vec(D) adalah suatu vektor kolom dari matriks D yang didefinisikan sebagai berikut:
vec(D) = (le, dzT, ...,dnT)T

dengan T menunjukkan transpose dari matriks tersebut.

Definisi 4 [4] Matriks E{}j merupakan matriks identitas I,, ukuran n yang elemen i, i dan j,j diganti oleh

0 dan elemen i, j dan j, i diganti oleh 1.

Kontruksi Matriks yang Ajaib Secara Diagonal
Misalkan A = (ai,j) € C™™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal dengan n > 2.
Asumsikan bahwa jumlah setiap transversal adalah c. Dari definisi matriks yang ajaib secara diagonal
(3.2), diperoleh sistem persamaan linier
Apvec(AT) = cey, (5)
dengan 4,, = (@4, dy, ..., d,21U) € R™*"*adalah matriks koefisien dan en = (u)T. Jikan = 2, dari
n!
definisi matriks yang ajaib secara diagonal dan (5), matriks koefisien A, dapat dibentuk menjadi matriks
berordo 2 X 4
i o= (g 10 0)=@aaa,
dan jika dibentuk menjadi matriks diperbesar diperoleh
A (1 0 0 1 C)

2= 1 1 ole (6)
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Matriks diperbesar ini adalah bentuk eselon baris tereduksi, matriks diperbesar terdiri dari
matriks koefisien dan matriks konstanta, maka untuk mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal
harus mengetahui terlebih dahulu bagaimana mengkonstruksi matriks koefisien.

Perhatikan
Misalkann = 2
e Untuk n = k, maka matriks koefisien dapat dikonstruksi menjadi seperti berikut:
Ay = (@4, 8z ., 0y2)
e Untukn = k + 1, maka matriks koefisien dapat dikonstruksi menjadi seperti berikut:
Pertama, misalkanuntuk1 < m < k
Ck+1 = (ex1 Orixk),
Cirtia = (Okixts gm—1yie+1s Em=1)ic+2s -+ » Armic)

Kedua, misalkan untuki = 2,3,...,k+1danj =1,23,..,k+ 1
Ck+1 — Ck+1 Ek+1

i—-1,j™i-1,i
sehingga dlpejroleh matriks koefisien sebagai berikut:
/Ck+1 Ck+1 Cff{h \
Ao = | G20 G2 G @
6115111,1 C}ﬁfz Cllccill,k+1/

Setelah mengetahui bentuk matriks koefisien dari matriks yang ajaib secara diagonal, sekarang
dapat dibentuk matriks diperbesar dari matriks yang ajaib secara diagonal.

Perhatikan berikut:
Misalkan diasumsikan
Ci = (G Clg™ o, Gl cen)
untuki =1,2,...,k + 1.
Akibatnya, matriks diperbesar pada Ay, adalah

(G Cobe kRt e ma (8)
Misalkan j ]
0 .. 0 1
ba=(g 1§ i)
0 .. 0 1
F(n—1)><n =(In-1 —en-1) € R(n—l)Xn,
/0 1 1 3—n\
10 .. 1 3—-n
Gpo=|: + =~ i e R

_—
[EEGY
[EEG
—_

0 3—n
2—n
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untuk n = 2 dapat dinyatakan bahwa bentuk eselon baris tereduksi dari matriks diperbesar dalam
sistem persamaan linier (5) memiliki bentuk sebagai berikut:

(n=2)n
— N— N\
I Dy, Dy, D, G, cep,
/ F(n—l)xn 0 0 _F(n—l)xn 0 \
An = i F(n—l)xn 0 _F(n.—l)xn 0 i = ]Rn!xn2 (9)
\ 0  Faiyxn —Fan-1yxn 8 /
0 0

dari (9) untuk mengkonstruksikan matriks yang ajaib secara diagonal perhatikan berikut ini.
Asumsikan sebarang a;,, Anj untuk 2<i<n,1<j<n-—1, adalah variabel bebas, dari
persamaan (9) diperoleh:

n—1 n—-1
ayj = — Z Ain — Z an,;i + (Tl - 3)an,n +c
i=2

i#j
untukj=1,..,n—1,

dan
n—-1 n—1
Ain = — z aAin — z Ay, + (n ~ 2)an,n +c
i=2 i=1
dan juga

ajj = Ain + An,j — Ann
untuk2 < i,j <n-—1.
Sehingga untuk mengkonstruksi matriks yang ajaib secara diagonal, diperoleh:

n-1 n-1 n—1 n-1 n-1 n-1
/—Z Qin— z an; +(m—3a,, +c .. —Z Qjn— Z an; +(m—3)a,, +c¢ —Z Qjpn — z an; +(n—2)a,, + c\
| i=2 %) i=2 %) i=2 i=1 |
Ap = | Qyn +Qpg — Anp Qo+ Appo1 — Anp Q2 |
\ An_1n + an1 — Apn An—1n El= Ann-1 — Ann Apn—1n /

An1 Ann-1 Ann

(10)

Rank dari Matriks yang Ajaib Secara Diagonal

Rank dari matriks yang ajaib secara diagonal yaitu dimensi ruang baris atau ruang kolom dari
matriks yang ajaib secara diagonal. Kemudian akan ditunjukkan teorema rank dari matriks yang ajaib
secara diagonal sebagai berikut:

Teorema 5 [4] Misalkan A € C™*™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Maka
rank(4) < 2.
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Bukti:
Misalkan A = (a;;) € C™*™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal.

Dengan menggunakan operasi baris elementer pada persamaan (10), yaitu

n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
(—Zai,n—Zan,i+(n—3)an_n+c —Zam Zam+(n ay, t+c¢ Zam Zan,i+(n—2)anyn+cw

i=2 i#j i=2 i#j i= i=1
A, = | Gzn tan1 — Anp Aon T Appo1 — Anp 2n |
\ an—l,n + an,l - an,n an—l,n = an,n—l - an,n an—l,n /
Qn,1 Ann-1 Ann

Matriks diatas ekuivalen baris dengan

c— Z?;t] ani C— Z:l#:] ani - C— Z?i] Ani €— Z:;] an,i\
don — Ann Aon — Qnn v Qop —App dzn — Ann
: : : : (11)
\ Apn-1 —Apn QAn-1 — Apn o OQp—1 = Qpn Qp-1 —Qnn /
an,1 an,2 Ann-1 Ann

Dengan menggunakan operasi baris elementer, bentuk eselon baris tereduksi dari matriks pada (11)

yaitu:
1 0 __An2—An3 L= An2—Ann
an,1—0n2 an,1—0n2
0 1 an,1—0n3 an1—A0nn (12)
An,1—0an2 an,1—0n2
On-2yx1 Om=2)x1  Om-2)x1 =  Om-2)x1

Dapat dilihat bahwa (12) memiliki vektor kolom dan vektor baris tak nol 2 sehingga disimpulkan
untuk A € C™™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal dapat dipastikan memiliki rank(4) < 2.

= Terbukti bahwa A € C™™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal memiliki rank(4) < 2.

Kesimpulan
1. Matriks yang ajaib secara diagonal dapat dlkonstruk3|kan sebagal berikut:

n-1 n-1 1 le i1 n-1 [ - n—k n-1

/—Z ai_n—Zam— +(n—3)a,,l_n+c —Z Qipn— Zam +(n 3)ann+c Zam Zanli +(n—2)an,n+c\
| i=2 %) i=2 %) i=2 i=1 |
An = | Ayn + an1 —Qapn azn + Apn-1 — Apn Ayn |
\ an—l n + an 1 an,n an—l n + an n—1 an,n an—l,n /
n,1 .- Ann-1 Ann

dengan a;,, a,; untuk 2 < i <n, 1 < j < n — 1adalah variabel bebas.

2. Misalkan A € C™*™ adalah matriks yang ajaib secara diagonal. Maka
rank(4) < 2.
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