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Abstrak. Dalam teori gelanggang dibahas sifat-sifat lapangan (field) pada
suatu sistem bilangan. Suatu gelanggang komutatif L disebut lapangan jika
untuk setiap a € L dan a # 0 terdapat a™! € L, sechingga aa™! = a la = 1.
Diantaranya adalah sifat lapangan pada sistem bilangan kompleks. Bilangan
kompleks adalah bilangan yang berbentuk a + bi atau a + ib, a dan
b bilangan real dan i? = - 1. Notasi bilangan kompleks dinyatakan dengan
huruf . Dapat dibuktikan bahwa bilangan kompleks memiliki sifat-sifat
lapangan yang memenuhi 10 sifat, yaitu sifat tertutup penjumlahan dan
perkalian, komutatif penjumlahan dan perkalian, assosiatif penjumlahan dan
perkalian, memiliki identitas penjumlahan dan perkalian, memiliki balikan
(invers) penjumlahan dan balikan perkalian.
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1. Pendahuluan

Di dalam matematika terdapat himpunan
bilangan yang disebut bilangan kompleks.
Bilangan kompleks adalah himpunan
bilangan terbesar. Himpunan bilangan real
yang dipakai sehari-hari merupakan
himpunan bagian dari himpunan bilangan
kompleks.  Secara umum  bilangan

kompleks terdiri dari dua bagian : bagian

real dan bagian imajiner (khayal). Bagian
khayal bercirikan hadirnya bilangan khayal
i, yang didefinisikan sebagai i = v 1.

Bilangan kompleks adalah bilangan yang
berbentuk a + bi atau a + ib, a dan
b bilangan real dan i?=-1. Notasi
bilangan kompleks dinyatakan dengan
huruf . Jika z€ danz= x + iy
menyatakan

sembarang bilangan



kompleks, maka x dinamakan bagian real
dan y bagian imajiner dari z. Bagian real
dan Dbagian imaginer dari bilangan
kompleks z biasanya dinyatakan dengan

Re(z) dan Im(z).

Beberapa operasi hitung pada bilangan
kompleks adalah

a. Bilangan kompleks 2z; =x; +1iy;

dan bilangan kompleks z, = x, +

iy, dikatakan sama, z; = z,, jika

dan hanya jika x; = x, dan y; = y,.

b. Untuk bilangan kompleks z; = x; +

iy; dan z, = x, + iy, jumlah dan

hasilkali mereka berturut-turut

didefinisikan sbb:
Z1+2z; = (X1 +x3) + i(y1+y2)
Z1 ® Zy = (X1X —y1Y2) + (X1

+ X2¥1)

Notasi dari bilangan kompleks adalah

Maka  dapat dituliskan sebagai =
{z|]z=x+1iyxe ,ye } Jika
Im(z) = 0 maka bilangan kompleks z
menjadi bilangan real x, sehingga bilangan
real adalah keadaan khusus dari bilangan
kompleks, sehingga < . Jika Re(z) =
0 dan Im(z) # 0, maka z menjadi iy dan
dinamakan bilangan imajiner murni.
Bilangan imajiner murni dengan y = 0,
yakni bilangan i, dinamakan satuan

imajiner.

Jurnal Analisa Vol. 3 No. 1 Juni 2017: 70-75

Sifat Lapangan pada Bilangan Kompleks

Selanjutnya, akan dibahas teori gelanggang
sebagai dasar dalam pembahasan sifat
lapangan pada  bilangan  kompleks.
Himpunan tak hampa yang dilengkapi
dengan satu atau lebih operasi disebut
sistem matematika. Berikut ini disajikan
sistem matematika yang dilengkapi dua

operasi.

Gilbert (2000) menyatakan bahwa suatu
grup adalah sistem aljabar yang sederhana
karena hanya memiliki satu operasi biner.
Satu tingkat yang lebih tinggi adalah
gelanggang (ring). Gelanggang memiliki
dua operasi yaitu operasi penjumlahan dan

perkalian. Berikut definisi dari gelanggang.

Definisi 1: Himpunan R  disebut
gelanggang jika
a. Komutatif penjumlahan, a + b =
b+ a,Va,b ER
b. Tertutup penjumlahan, a + b €
R,Va,b € R
c. Assosiatif penjumlahan, a +
(b+c)=(a+b)+cVab,c€ER
d. Identitas penjumlahan, 30 €
R, sedemikan sehingga 0 + a = q,
Va €ER
e. Invers penjumlahan, Va € R,3 a €
R, sedemikian sehingga a + ( a) =
0
f. Tertutup perkalian, yaitua b=>b a
g. Sifat assosiatif, yaitu (ab)c = a(bc),

untuk setiap a, b, c € R.
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h. Terhadap operasi (+) dan (X),
(R, +,X) memenuhi sifat distributif,
yaitu a(b + ¢) = ab + ac dan
(a + b)c = ac + bc, untuk setiap
a,b,c €R.
Menurut Herstein (1975) Aksioma 1 s.d. 5
disebut grup abelian atau grup komutatif
dengan operasi penjumlahan. Aksioma 6
dan 7 tertutup di bawah sifat assosiatif
perkalian, sedangkan aksioma 8§ adalah
gabungan operasi penjumlahan dan

perkalian.

Sifat yang lainnya yang boleh ada pada
suatu gelanggang adalah elemen satuan
atau elemen identitas 1 dalam gelanggang
R, sedemikian sehingga a.1=1l.a =a,
untuk setiap a € R. Selanjutnya kita
mendeskripsikan gelanggang ini sebagai
gelanggang dengan unsur satuan di

dalamnya.

Jika dalam suatu gelanggang R berlaku
a.b = b.a, untuk setiap a,b € R, maka R
disebut gelanggang komutatif. Muchlis
(2007) menyatakan sistem matematika
dengan dua operasi penjumlahan dan
perkalian disebut lapangan jika R
membentuk gelanggang komutatif yang

semua unsur tak nolnya merupakan unit.

Definisi 2: Suatu gelanggang komutatif L
disebut lapangan jika untuk setiap a € L
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dan a # 0 terdapat a~! € L, sehingga

aa l=ala=1.

Hubungan antara daerah integral dan
lapangan adalah bahwa setiap lapangan
adalah merupakan daerah integral. Tapi,
tidak setiap daerah integral merupakan

suatu lapangan.

2. Metodologi Penelitian

Pada penelitian ini dilakukan dengan

melakukan  studi  literatur  terhadap
beberapa referensi untuk membuktikan
bahwa terdapat sifat-sifat lapangan pada
sistem bilangan komplek. Sifat-sifat yang
dibuktikan adalah yaitu sifat tertutup
penjumlahan dan perkalian, komutatif
penjumlahan dan perkalian, assosiatif
penjumlahan dan perkalian, memiliki
identitas penjumlahan dan perkalian,
memiliki balikan (invers) penjumlahan dan

balikan perkalian.

3. Hasil dan Pembahasan

Untuk membuktikan bilangan kompleks
adalah merupakan lapangan (field), akan
dibuktikan  terlebih bahwa bilangan

kompleks merupakan

gelanggang

komutatif yang memiliki invers terhadap

perkalian dan memenubhi sifat-sifat berikut.

Misalkan :
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74,273,273 € ,dengan z; = aq + byi; Untuk  setiap zy=a; +Dbi €
Z, = ay + byi; z3 = az + bsi dan , terdapat z1= (a;+by)i€
a,a,, as, by, by, bs € , sedemikian sehingga z; + ( z) =
a. Komutatif terhadap penjumlahan (a, + byi) + ( (a; + by i)) =a; +

zy + 2z, = (a; + byi) + (ay + byi) bii+( a)+( bli)=(a1+
( a))+(byi+( byi))=0+

(by+( by))i=0+0i

= (a; + ay) + (by + by)i
= (ay + a;) + (by + by)i

=(a, + b,i) + (a + bqi
(az +bzi) + (a1 + byi) f. Sifat Komutatif perkalian
= 2z,+2z, € = + +
. 2 1 zy Zy = (ay + byi)(ay + byi)
b. Bilangan kompleks tertutup terhadap : i
= a,a, + a;b,i + bya,i bb,
penjumlahan — |+ ]
= a,a, + byazi + a;byi  bib,
zy +2zy = (ag + byi) + (ay + by +
1 2 ( 1 1 ) ( 2 2 ) = az(al + bli) + bzi(al bli)

= (az + bzi)(al + bll)

€
c. Bilangan kompleks assosiatif terhadap B
penjumlahan ma
(71 + 23) + 23 = ((ay + az)
+(by + by)i)+(as + bsi)

S (a1 +a2 +a3) + (bl +b2 +b3)i

g. Sifat assosiatif perkalian
(z1 23) z3
= [(ay + byi)(a, + byi)](as + bsi)
= (ay + byi)(az + byi)as
+ (a; + byi)(a,
+ b,i)bsi
= [(ay + byi)(azas + byazi)]

= (a, + (az + a3)) + (b1l + (a;
+ a3)i)
= (a; + byi) + ((az + asz)

+ (by + b3)i)
=23+ (2, + 2z3)

. Terdapat identitas penjumlahan
bilangan kompleks
Terdapat 0, =0+ 0i € , sehingga

71+ 0, =(a, + bi) + (04 00) =
(a,+0)+ (by +0)i =a, + bii = 74,
untuk setiap z; €

. Bilangan kompleks memiliki invers

penjumlahan
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+ [(ay + byi)(aybsi
b;b3)]

= (ay + byi)[(azas + byasi)
+ (azbsi  bybs)]

= (a; + byi)[(az(as + bsi) + byi(as
+ b3i)

= (ay + byi)[(a; + byi)(as + bsi)]

=2z (22 z3)

h. Identitas perkalian
Terdapat z; € , dengan z; # 0, yang

memenuhi z;, z, =2z, z; =2,
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zy 7z = (ay + byi)(az + byi)
= a, + b,i
a;a, bib, + (a1b, + biay)i
= a, + byi

alaz blbz S az sz
a1b2 + b1a2 = bz Xa,z

a,azb, b1b% = azb,

a,azb, b1a% = azb, _

b,b% + bjas =0
bi( b a3)=0
by =0
Dengan melakukan substitusi b; =
0 diperoleh a; = 1, sehingga z; = 1 +
0i adalah elemen identitas dari sistem
bilangan komplek
i. Sifat Distributif
Terhadap operasi (+) dan (X), ( ,+,X)
memenubhi sifat distributive
z,(z; + z3) = (ay + byi)[(a; + byi)
+ (a3 + bsi)]
= (a; + byi)(a, + az + byi + bsi)
= a,a, + a,a3 + a1 byl + a,b3i
+ bia,i + byasi
bib,  byibs
= (aya, + a1byi + bya,i  byby)
+ (aia3 + a1 b3i
+ byasi  bybs)
= [ay(az + byi) + byi(az + byi)]
+ [a;(as + bsi)
+ byi(az + bsi)]
= (ay + byi)(a, + byi)
+ (a; + byi)(a;
+ b3i)
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= lez + 2123

j. Memiliki Invers terhadap Perkalian

Untuk setiap z, € , terdapat z; €
sedemikian sehingga z; z, =1
Z1 Zp =1
(ay + bii)(ay, + byi) =1
(apa;  biby) + (b1a;
+a,by)i =1+ 0i

a1a2 blbz S 1 sz
albz + b1a2 S 0 Xaz

a,azb, b1b§ = b,

a1a2b2 bla% =0 .

blb% + bla% = bz
bi( b a3)=b,
b,

b, =
1 b3 + a3

Selanjutnya dilakukan substitusi untuk
mendapatkan a,

a1a2 blbz S 1

b
a1a2+m—
_, D
M2 =1 i
bi+a: b3
N2 =22 Bra
_ 4
" bZ+ai
“Th a2

Diperoleh invers z, adalah z; =

a; b
2,2 2,2
by +aj by +a3

i €
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Dari sifat a s.d. j yang telah dibuktikan,
terbukti bahwa sistem bilangan kompleks

merupakan suatu field (lapangan).

4. Simpulan dan Saran

Dalam pembahasan ini disimpulkan bahwa
sistem bilangan kompleks dengan
operasi penjumlahan dan perkalian
memenuhi sifat-sifat yang dimiliki oleh
lapangan (field), sifat-sifat yang dibuktikan
adalah yaitu sifat tertutup penjumlahan dan
perkalian, komutatif penjumlahan dan
perkalian, assosiatif penjumlahan dan

perkalian, memiliki identitas penjumlahan
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dan perkalian, memiliki balikan (invers)

penjumlahan dan balikan perkalian.

Saran dalam penelitian ini adalah adanya
studi lanjutan tentang sifat-sifat dari
bilangan kompleks dan juga kajian

terhadap sistem bilangan-bilangan lainnya.
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