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Abstrak 

Narkotika merupakan bagian dari napza. Napza adalah singkatan dari narkotika, psikotropika, dan zat 

adiktif lainnya. Napza diciptakan untuk kebutuhan medis dan pengobatan serta memiliki efek 

tersendiri, sehingga peredarannya sangat diatur oleh pemerintah. Penyalahgunaan narkotika sendiri 

akan berakibat buruk terhadap kesehatan karena mengakibatkan ketergantungan. Untuk mengatasi 

masalah tersebut, pemerintah melaksanakan program rehabilitasi sebagai upaya pencegahan 

peningkatan jumlah penyalahgunaan narkotika. Tujuan dari penelitian ini adalah menganalisa 

kestabilan model matematika pada penyebaran penyalahgunaan narkotika dengan memperhatikan 

tipe rehabilitasi dan mensimulasikan model berdasarkan data yang diperoleh dari buku Press Release 

Akhir Tahun 2020 Badan Narkotika Nasional. Model matematika tersebut membagi populasi atas lima 

kelompok individu. Dari hasil analisa, didapatkan dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan 

bebas narkotika dan titik kesetimbangan adanya penyebaran narkotika. Jika nilai bilangan reproduksi 

dasar (𝑅0) < 1 maka titik kesetimbangan bebas narkotika dikatakan stabil asimtotik lokal artinya 

jumlah populasi penyalahguna narkotika akan berkurang dan dalam jangka waktu tertentu akan 

menghilang, dan jika nilai 𝑅0 > 1 maka titik ekuilibrium adanya penyebaran narkotika dikatakan stabil 

asimtotik lokal artinya jumlah populasi penyalahguna narkotika akan terus bertambah dan terjadi 

penyebaran penyalahgunaan narkotika. Pada penelitian ini, diperoleh bilangan reproduksi dasar 𝑅0 =

0,1089756291 < 1 mengartikan pada waktu yang lama akan menuju titik kesetimbangan dengan 

rata-rata penyalahgunaan narkotika sudah tidak menyebar. 

Kata kunci: Narkotika, Rehabilitasi, Model Matematika, Bilangan Reproduksi Dasar  

 

Abstract 

Narcotics are part of drugs. Napza is an abbreviation of narcotics, psychotropics, and other addictive 

substances. Drugs are created for medical and medical needs and have their own effects, so their 

circulation is highly regulated by the government. Narcotics abuse itself will be bad for health because 

it causes dependence. To overcome this problem, the government implemented a rehabilitation 

program as an effort to prevent the increase in the number of narcotics abuse. The purpose of this 

study was to analyze the stability of the mathematical model on the spread of narcotics abuse by 
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paying attention to the type of rehabilitation and to simulate the model based on data obtained from 

the 2020 National Narcotics Agency's Final Press Release book. The mathematical model divides the 

population into five groups of individuals. From the results of the analysis, two equilibrium points were 

obtained, namely the narcotic-free equilibrium point and the equilibrium point for the distribution of 

narcotics. If the value of the basic reproduction number means the narcotic-free equilibrium point is 

said to be locally asymptotically stable, it means that the population of narcotics abusers will decrease 

and within a certain period of time it will disappear, and if the value means that the equilibrium point 

for the distribution of narcotics is said to be locally asymptotically stable, it means that the population 

of narcotics abusers will continue to grow. and the spread of drug abuse. In this study, the basic 

reproduction number was obtained which means that in a long time it will reach the equilibrium point 

with the average narcotic abuse not spreading. 

Keywords: Narcotics, Rehabilitation, Mathematical Models, Basic Reproduction Numbers 

 

 

Pendahuluan 

Narkotika merupakan bagian dari napza. Napza adalah singkatan dari narkotika, psikotropika dan 

zat adiktif lainnya, yang mana sebenarnya mengandung bahan-bahan berbahaya, namun diciptakan 

untuk kebutuhan medis dan pengobatan serta memiliki efek tersendiri, sehingga peredarannya sangat 

diatur oleh pemerintah [1]. Narkotika sendiri merupakan obat atau zat yang berasal dari tanaman atau 

bukan tanaman, sintetis atau semi sintetis yang mana dapat menimbulkan ketergantungan, 

menurunkan kesadaran, serta dapat menghilangkan rasa nyeri [2]. Adapun macam-macam narkotika 

seperti ganja, morfin, kokain, heroin, codein [3]. 

Saat ini narkotika telah banyak disalahgunakan dengan pemakaian di luar dosis yang disarankan 

[4]. Penyalahgunaan narkotika berakibat buruk terhadap kesehatan karena dapat mengakibatkan 

ketergantungan. Bahaya ketergantungan ini dapat menyebabkan gangguan kesehatan, baik mental, 

fisik, maupun sosial yang menimbulkan kerusakan organ tubuh, gangguan daya berpikir, serta perilaku 

[5]. Untuk mengatasi masalah tersebut, pemerintah melaksanakan program pencegahan peningkatan 

jumlah penyalahgunaan narkotika, yaitu program rehabilitasi. Melalui program rehabilitasi, 

pemerintah berharap masyarakat yang sudah menjadi penyalahguna narkotika tidak lagi 

mengkonsumsi napza [6]. Program rehabilitasi merupakan suatu proses perawatan atau pengobatan 

untuk memberhentikan para pecandu dari ketergantungan narkotika dan masa menjalani perawatan 

atau rehabilitasi dapat diperhitungkan sebagai hukuman [7]. 

Pemodelan matematika merupakan salah satu alat atau sarana yang dapat digunakan untuk 

mempelajari dinamika penyebaran penyalahgunaan narkotika. Model matematika dapat digunakan 

sebagai representasi dari sistem-sistem fisik atau masalah dunia nyata dalam pernyataan matematika 

[8],[9],[10]. Telah banyak matematikawan yang mengembangkan model matematika untuk 

mempelajari penyebaran penyalahgunaan napza. Pemodelan matematika pada penyebaran 

penyalahgunaan napza pertama kali dipelajari oleh White dan Comiskey [11], dimana dalam penelitian 

tersebut kelas populasi manusia dibagi menjadi tiga kelas subpopulasi yakni populasi individu rentan 

menjadi penyalahguna napza, populasi individu penyalahguna napza yang tidak menjalani perawatan, 

dan populasi individu penyalahguna napza dalam masa perawatan. Model tersebut kemudian disebut 

model White-Comiskey [12].  

Mushanyu dan Nyabadza dalam [13] mengkonstruksikan model SUTR (Susceptible-Users-

Treatment-Recovered) guna mempelajari dinamika penyalahgunaan napza, dimana populasi 

susceptible dan recovered berturut-turut terdiri dari tingkat resiko menyalahgunakan narkoba yaitu 
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resiko tinggi dan rendah. Sedangkan [14] memformulasikan dinamika model transmisi obat sintesis 

dengan  ketergantungan psikologis dan tingkat kejadian umum. Selanjutnya [15] telah menganalisis 

dan mengkonstruksi model matematika penyalahgunaan napza dengan faktor kapasitas rehabilitasi 

yang terbatas. Hasil analisis menunjukkan bahwa peningkatan akses ke rehabilitasi cenderung 

menurunkan epidemi penyalahgunaan narkoba. Sedang pada penelitian [16] mempelajari model 

matematika dinamika jumlah pengguna narkoba untuk melihat bagaimana dampak hukuman mati 

yang telah diberlakukan di Indonesia terhadap pengguna narkoba.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

Penulisan penelitian ini merujuk pada artikel yang ditulis oleh [17] yang berjudul Role of Imitation 

and Limited Rehabilitation Capacity on the Spread of Drug Abuse. Berdasarkan artikel tersebut, model 

tidak menyertakan kompartemen Recovered atau individu yang pulih dari penyalahgunaan napza. 

Sehingga pada penelitian ini akan dilakukan analisis kestabilan dengan modifikasi pada kompartemen 

Recovered dalam kasus penyalahgunaan narkotika di Indonesia. Pada penelitian ini, model yang 

digunakan akan mempertimbangkan adanya tipe rehabilitasi yang dijalani oleh penyalahguna 

narkotika, yaitu rehabilitasi rawat jalan dan rawat inap. 

 

Metode 

Penelitian ini menggunakan data sekunder yang didapatkan dari buku Press Release Akhir Tahun 

2020 oleh Badan Narkotika Nasional, serta beberapa literatur berupa jurnal internasional, artikel, dan 

buku teks yang terkait dengan model epidemi. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam 

penelitian ini yaitu: 1. Membuat asumsi dan formulasi model matematika penyalahgunaan narkotika, 

2. Mengumpulkan data kuantitatif dan estimasi  parameter, 3. Mencari titik ekuilibrium model 

matematika penyalahgunaan narkotika, 4. Menentukan bilangan reproduksi dasar, 4. Analisis 

kestabilan titik ekuilibrium dari model matematika penyalahgunaan narkotika, 5. Simulasi numerik 

analisis kestabilan dengan Maple 20. 

 

Hasil dan Diskusi 

Pada model ini, populasi manusia dibagi menjadi lima kelompok individu yaitu kelompok individu 

rentan untuk menyalahgunakan narkotika (𝑆), kelompok individu penyalahguna narkotika (𝑈), 

kelompok individu penyalahguna narkotika yang mendapat rehabilitasi rawat jalan (𝑇𝑜𝑝), kelompok 

individu penyalahguna narkotika yang mendapat rehabilitasi rawat inap (𝑇𝑖𝑝), dan kelompok individu 

yang pulih dari penyalahgunaan narkotika (𝑅). 

Terdapat beberapa asumsi yang akan digunakan dalam model matematika penyebaran 

penyalahgunaan narkotika dengan memperhatikan tipe rehabilitasi: 

1. Penyalahguna narkotika yang telah pulih dapat menyalahgunakan narkotika kembali. 

2. Penyalahguna yang tidak mendapatkan rehabilitasi dapat menyebarkan narkotika. 

3. Penyalahguna narkotika yang menjalani rehabilitasi rawat jalan dapat menyalahgunakan 

narkotika kembali saat berinteraksi dengan penyalahguna yang tidak menjalani rehabilitasi. 

4. Penyalahguna yang menjalani rehabilitasi rawat inap tidak dapat berinteraksi dengan 

penyalahguna yang tidak menjalani rehabilitasi. 

5. Laju kematian karena narkotika diasumsikan 0. 

Dibawah ini merupakan diagram transfer model matematika penyebaran penyalahgunaan 

narkotika dengan memperhatikan tipe rehabilitasi: 
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Gambar 1. Diagram transfer model matematika penyebaran penyalahgunaan narkotika dengan 

memperhatikan tipe rehabilitasi 

 

Dengan keterangan parameter sebagai berikut: 

𝛬  : Laju populasi umum memasuki populasi rentan 

𝜇  : Laju kematian alami dari populasi umum 

𝛽1  : Probabilitas individu rentan menjadi penyalahguna narkotika 

𝛽2  : Probabilitas individu yang pulih dari penyalahgunaan narkotika menjadi penyalahguna 

narkotika kembali atau kambuh 

𝛽3  : Probabilitas penyalahguna narkotika yang menjalani rehabilitasi rawat jalan menjadi   

penyalahguna narkotika kembali 

𝑞 : Proporsi penyalahguna narkotika menjalani rawat inap 

𝛾1  : Laju perpindahan individu dari rehabilitasi rawat jalan ke rehabilitasi rawat inap 

𝛾2  : Laju perpindahan individu dari rehabilitasi rawat inap ke rehabilitasi rawat jalan 

𝛼  : Laju penyalahguna narkotika menjadi pasien rehabilitasi 

𝜀1  : Laju pemulihan penyalahguna narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat jalan menjadi 

kelas pulih 

𝜀2  : Laju pemulihan penyalahguna narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat inap menjadi 

kelas pulih 

𝜔  : Laju pemulihan alami 

Dari Gambar 1 dapat dijelaskan tentang penyebaran penyalahgunaan narkotika sebagai berikut: 

1. Laju individu yang rentan menjadi penyalahguna narkotika adalah jumlah individu dalam populasi 

yang memasuki populasi rentan, dikurangi hasil bagi antara peluang individu menjadi 

penyalahgunaan narkotika dengan total populasi manusia, dikurangi dengan laju kematian alami. 

2. Laju individu penyalahguna narkotika adalah hasil bagi antara peluang individu menjadi 

penyalahgunaan narkotika dengan total populasi manusia, ditambah hasil bagi antara peluang 

individu penyalahguna narkotika dan individu yang telah pulih dari penyalahgunaan narkotika 

dengan total populasi manusia, ditambah hasil bagi antara peluang individu penyalahguna 

narkotika dan individu yang menjalani rehabilitasi rawat jalan dengan total populasi manusia, 
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dikurangi dengan laju kematian alami, laju pemulihan alami, dan laju penyalahguna narkotika 

menjadi pasien rehabilitasi. 

3. Laju individu penyalahguna narkotika yang mendapat rehabilitasi rawat jalan adalah laju 

perpindahan individu dari rehabilitasi rawat inap ke rehabilitasi jalan, dikurangi laju kematian, laju 

perpindahan individu dari rehabilitasi rawat jalan ke rawat inap, dan laju pemulihan penyalahguna 

narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat jalan menjadi pulih, ditambah laju penyalahguna 

menjadi pasien rawat jalan, dikurangi hasil bagi antara peluang individu penyalahguna narkotika 

dan individu yang menjalani rehabilitasi rawat jalan dengan total populasi manusia. 

4. Laju individu penyalahguna narkotika yang mendapat rehabilitasi rawat inap adalah laju 

perpindahan individu dari rehabilitasi rawat jalan ke rehabilitasi rawat inap, dikurangi laju kematian 

alami, Laju perpindahan individu dari rehabilitasi rawat inap ke rehabilitasi rawat jalan, laju 

pemulihan penyalahguna narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat inap menjadi pulih, 

dikurangi dengan laju penyalahguna menjadi pasien rawat inap. 

5. Laju individu yang pulih dari penyalahgunaan narkotika adalah laju pemulihan penyalahguna 

narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat jalan menjadi pulih, ditambah laju pemulihan 

penyalahguna narkotika yang mendapatkan rehabilitasi rawat inap menjadi kelas pulih, ditambah 

laju pemulihan alami, dikurangi ditambah hasil bagi antara peluang individu penyalahguna 

narkotika dan individu yang telah pulih dari penyalahgunaan narkotika dengan total populasi 

manusia, serta dikurangi laju kematian alami dari populasi umum. 

Sehingga, berdasarkan asumsi-asumsi serta visualisasi dalam Gambar 1 dapat dibentuk model 

matematika penyebaran penyalahgunaan narkotika dengan memperhatikan tipe rehabilitasi, sebagai 

berikut: 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛬 −

𝛽1𝑈𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆                                                                                             (1)  

                                                      

    
𝑑𝑈

𝑑𝑡
=

𝛽1𝑈𝑆

𝑁
+

𝛽2𝑈𝑅

𝑁
+

𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝑁
− (𝜇 + 𝜔 + 𝛼)𝑈                                                    (2)       

                                                             

              
𝑑𝑇𝑜𝑝

𝑑𝑡
= 𝛾2𝑇𝑖𝑝 − (𝜇 + 𝛾1 + 𝜀1)𝑇𝑜𝑝 + 𝛼(1 − 𝑞)𝑈 −

𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝑁
                                            (3) 

 

        
𝑑𝑇𝑖𝑝

𝑑𝑡
= 𝛾1𝑇𝑜𝑝 − (𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2)𝑇𝑖𝑝 + 𝛼𝑞𝑈                                                                  (4) 

 
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜀1𝑇𝑜𝑝 + 𝜀2𝑇𝑖𝑝 + 𝜔𝑈 −

𝛽2𝑈𝑅

𝑁
− 𝜇𝑅                                               (5)                                                    

 

dengan parameter 𝛬, 𝜇, 𝛿, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝑞, 𝛾1, 𝛾2, 𝛼, 𝜀1, 𝜀2, 𝜔 > 0. 

 

Transformasi Model 

Total populasi manusia penyalahguna narkotika dalam model matematika ini dinyatakan dengan 

𝑁 = 𝑆 + 𝑈 + 𝑇𝑜𝑝 + 𝑇𝑖𝑝 + 𝑅. Sehingga laju perubahan total populasi manusia dapat ditulis sebagai 

berikut: 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
=

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+

𝑑𝑈

𝑑𝑡
+

𝑑𝑇𝑜𝑝

𝑑𝑡
+

𝑑𝑇𝑖𝑝

𝑑𝑡
+

𝑑𝑅

𝑑𝑡
.               ’                                                                     (6) 

Setelah persamaan (1) sampai persamaan (5) disubstitusikan, diperoleh 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝛬 − 𝜇𝑁.  Sehingga 

saat 𝑡 ≤ 1500 maka 𝑁 →
𝛬

𝜇
. Oleh karena itu, persamaan (1), (2), (3), (4), (5) diberikan oleh 
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                                   𝛺 = {𝑁 ≤
𝛬

𝜇
}                                                                                          (7) 

untuk selanjutnya, variabel 𝑁 dapat didekati dengan 𝑁 =
𝛬

𝜇
.  

Dengan demikian, model pada persamaan (1), (2), (3), (4), (5) dapat dituliskan sebagai berikut: 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛬 −

𝜇𝛽1𝑈𝑆

𝛬
− 𝜇𝑆                                                                      (8) 

 
𝑑𝑈

𝑑𝑡
=

𝜇𝛽1𝑈𝑆

𝛬
+

𝜇𝛽2𝑈𝑅

𝛬
+

𝜇𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝛬
− (𝜇 + 𝜔 + 𝛼)𝑈                                                     (9) 

 
𝑑𝑇𝑜𝑝

𝑑𝑡
= 𝛾2𝑇𝑖𝑝 − (𝜇 + 𝛾1 + 𝜀1)𝑇𝑜𝑝 + 𝛼(1 − 𝑞)𝑈 −

𝜇𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝛬
                                     (10) 

 
𝑑𝑇𝑖𝑝

𝑑𝑡
= 𝛾1𝑇𝑜𝑝 − (𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2)𝑇𝑖𝑝 + 𝛼𝑞𝑈                                                      (11) 

 
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜀1𝑇𝑜𝑝 + 𝜀2𝑇𝑖𝑝 + 𝜔𝑈 −

𝜇𝛽2𝑈𝑅

𝛬
− 𝜇𝑅                                       (12) 

 
Estimasi Parameter 

Berikut merupakan estimasi parameter serta nilai awal tertentu untuk model matematika dalam 

penelitian ini.   

Tabel 1. Estimasi Parameter Model Matematika Penyalahgunaan Narkotika dengan  

Memperhatikan Tipe Rehabilitasi 

Parameter Nilai Sumber Satuan 

𝛬 1.986,768 Estimasi Orang/ tahun 

𝜇 0,014 Estimasi 1/ tahun 

𝛽1 0,0055 Estimasi  1/ tahun 

𝛽2 0,08 [13] 1/ tahun 

𝛽3 0,063 [17] 1/ tahun 

𝑞 0,0005 [17] 1/ tahun 

𝛾1 0,02961 [17] 1/ tahun 

𝛾2 0,003 [17] 1/ tahun 

𝛼 0,02827 [17] 1/ tahun 

𝜀1 0,01 [17] 1/ tahun 

𝜀2 0,3142 [17] 1/ tahun 

𝜔 0,0082 [13] 1/ tahun 
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Titik Kesetimbangan Model Matematika Penyebaran Penyalahguna Narkotika 

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu: 

a. Titik kesetimbangan bebas narkotika 

Titik kesetimbangan bebas narkotika adalah suatu kondisi ketika tidak terjadi penyebaran 

narkotika dalam populasi, dalam hal ini dimaksudkan bahwa tidak ada manusia yang 

menyalahgunakan narkotika. Dengan demikian dapat dinyatakan 𝑈 = 0. Misalkan titik 

kesetimbangan bebas napza dinyatakan dalam 𝐸0 = (𝑆0, 𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0). Dengan mensubstitusikan 

𝑈 = 0 ke persamaan (7), (8), (9), (10), (11) diperoleh titik kesetimbangaan bebas narkotika sebagai 

berikut: 

 

𝐸0 = (𝑆0, 𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0) = (
𝛬

𝜇
, 0, 0, 0,0)                                               (13) 

 

b. Titik kesetimbangan adanya penyebaran narkotika 

Titik kesetimbangan adanya penyebaran narkotika adalah suatu kondisi ketika terjadi 

penyalahgunaan narkotika. Kondisi ini terjadi ketika terdapat populasi manusia rentan 

menyalahgunakan narkotika, populasi penyalahguna narkotika, populasi penyalahguna narkotika 

yang direhabilitasi rawat jalan, populasi penyalahguna narkotika yang direhabilitasi rawat inap, dan 

juga populasi penyalahguna yang pulih atau dapat dinyatakan dengan 𝑆 ≠ 0, 𝑈 ≠ 0, 𝑇𝑜𝑝 ≠ 0, 𝑇𝑖𝑝 ≠

0, 𝑅 ≠ 0. Berdasarkan perhitungan, diperoleh titik kesetimbangan narkotika sebagai berikut: 

 

𝐸∗ = (𝑆∗, 𝑈∗, 𝑇𝑜𝑝
∗ , 𝑇𝑖𝑝

∗ , 𝑅∗)                                                                                (14) 

 dengan 

𝑆∗ =
𝛬2

𝜇𝛽1𝑈∗ + 𝛬𝜇
  

𝑇𝑜𝑝
∗ =

𝛬𝛼𝑈∗((𝜇 + 𝜀2)(1 − 𝑞) + 𝛾2)

(𝜇𝛽3𝑈∗ + 𝛬(𝜇 + 𝜀1))(𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2) + 𝛬𝛾1(𝜇 + 𝜀2)
 

𝑇𝑖𝑝
∗ =

𝛼𝑈∗[𝛾1𝛬 + 𝑞(𝜇𝛽3𝑈∗ + 𝛬(𝜇 + 𝜀1)]

(𝜇𝛽3𝑈∗ + 𝛬(𝜇 + 𝜀1))(𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2) + 𝛬𝛾1(𝜇 + 𝜀2)
 

𝑅∗ =
𝛬 ((𝜀1𝑇𝑜𝑝

∗ + 𝜔𝑈∗)(𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2) + 𝜀2(𝛾1𝑇𝑜𝑝 + 𝛼𝑞𝑈∗))

𝜇(𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2)(𝛽2𝑈 + 𝛬)
 

sedangkan 𝑈∗ merupakan akar dari polinomial berderajat dua seperti berikut: 

𝐵1𝐼∗2 + 𝐵2𝐼∗ + 𝐵3 = 0                                                                            (15) 

dengan 

𝐵1 = 𝛬2𝛽1𝛽2𝛽3𝜇2𝛾1𝑛3
2 + 𝛬2𝛼𝑛1𝑛2𝛽1𝛽2𝜇 + 𝛬𝛼𝑛1𝑛3𝛽2𝛽3𝜇 + 𝛬𝛽2𝛽3𝜔𝑛3

2𝜇 +

𝛬𝛽2𝛽3𝜀2𝛼𝑞𝑛3𝜇  

𝐵2 = 𝛬3𝛽1𝛽2𝜇𝑛3
2𝜀1 + 𝛬3𝛽1𝛽2𝜇2𝛾1𝑛3 + 𝛬3𝛽1𝛽2𝜇𝑛3𝛾1𝜀2 + 𝛬3𝛽1𝛽3𝜇2𝑛3

2 +

𝛬3𝛽1𝛽2𝜇2𝑛3
2 + 𝛬3𝛼𝑛1𝑛2𝛽2𝜇 + 𝛬2𝛼𝑛1𝑛3𝛽3𝜇 + 𝛬2𝛽2𝜔𝑛3

2𝜇 + 𝛬2𝛽2𝜔𝑛3
2𝜀1 +

𝛬2𝛽2𝜔𝑛3𝛾1𝜇 + 𝛬2𝛽2𝜔𝑛3𝛾1𝜀2 + 𝛬2𝛽2𝜀2𝛼𝑞𝑛3𝜇 + 𝛬2𝛽2𝜀1𝜀2𝛼𝑞𝑛3 +
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𝛬2𝛽2𝜀2𝛼𝑞𝛾1𝜇 + 𝛬2𝛽2𝜀2
2𝛼𝑞𝛾1 + 𝛬2𝛽2𝜇𝑛3

2(𝜇 + 𝜔 + 𝛼) + 𝛬𝛽2𝜀1𝑛3
2 (𝜇 + 𝜔 +

𝛼) + 𝛬2𝛽2𝛾1𝜇𝑛3(𝜇 + 𝜔 + 𝛼) + 𝛬2𝛽2𝛾1𝜀2𝑛3(𝜇 + 𝜔 + 𝛼) + 𝛬2𝛽3𝑛3𝜇(𝜇 + 𝜔 +

𝛼)  

𝐵3 = 𝛬4𝛽1𝜇2𝑛3
2 + 𝛬4𝛽1𝜇𝑛3

2𝜀1 + 𝛬4𝛽1𝜇2𝛾1𝑛3 + 𝛬4𝛽1𝜇𝑛3𝛾1𝜀2 + 𝛬3𝛾1𝜇𝑛3(𝜇 + 𝜔 +

𝛼) + 𝛬3𝜇𝑛3
2(𝜇 + 𝜔 + 𝛼) + 𝛬2𝜀1𝑛3

2(𝜇 + 𝜔 + 𝛼) + 𝛬3𝑛3𝛾1𝜀2(𝜇 + 𝜔 + 𝛼)                     

Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar (𝑅0) merupakan bilangan yang menyatakan jumlah rata-rata 

banyaknya individu rentan yang terinfeksi secara langsung oleh individu terinfeksi dalam populasi 

individu rentan [18]. Jika 𝑅0  < 1 maka populasi akan bebas dari penyebaran narkotika, sedang jika 

𝑅0 > 1 maka penyebaran akan terus terjadi atau mengakibatkan adanya penyebaran penyalahgunaan 

narkotika pada populasi tersebut [19]. 

Metode yang akan digunakan untuk menentukan 𝑅0 pada penelitian ini adalah metode Next 

Generation Matrix (NGM) berdasarkan langkah-langkah pada [18]. Untuk mendapatkan 𝑅0 terdapat 

tiga kelas yang menjadi penyebab penyalahgunaan narkotika, yaitu 𝑈, 𝑇𝑜𝑝, dan  𝑇𝑖𝑝. Jika 𝑥 =

(𝑈 𝑇𝑜𝑝 𝑇𝑖𝑝 ), maka persamaan (9), (10), (11) pada model dapat ditulis sebagai 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑥) − 𝑍(𝑥), 

dengan  

 

𝐹(𝑥) = (

𝜇𝛽1𝑈𝑆
𝛬 +

𝜇𝛽2𝑈𝑅
𝛬 +

𝜇𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝛬

− 
𝜇𝛽3𝑈𝑇𝑜𝑝

𝛬  0 

),                                                                         (16) 

dan                                                                          

    

𝑍(𝑥) = (
(𝜇 + 𝜔 + 𝛼)𝑈  

−𝛾2𝑇𝑖𝑝 + (𝜇 + 𝛾1 + 𝜀1)𝑇𝑜𝑝 − 𝛼(1 − 𝑞)𝑈 − 𝛾1𝑇𝑜𝑝 + (𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2)𝑇𝑖𝑝 − 𝛼𝑞𝑈 
).     (17) 

                                  

Misalkan 𝐹 dan 𝑍 berturut-turut merupakan matriks Jacobian dari matriks 𝐹(𝑥) dan 𝑍(𝑥). 

Selanjutnya mensubstitusikan titik setimbang bebas narkotika 𝐸0 = (
𝛬

𝜇
, 0, 0, 0,0) ke dalam matriks 

tersebut didapatkan 𝐹 dan 𝑍 sebagai berikut: 

 

𝐹 = (𝛽1 0 0 0 0 0 0 0 0 ),                                                                                                     (18) 

dan 

𝑍 = ((𝜇 + 𝜔 + 𝛼) 0 0 − 𝛼(1 − 𝑞) (𝜇 + 𝛾1 + 𝜀1)  − 𝛾2  − 𝛼𝑞 − 𝛾1 (𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2) ).     (19) 

 

Pada metode Next Generation Matrix, 𝑅0 diperoleh dari nilai eigen terbesar dari matriks 𝐹𝑍−1, 

sehingga diperoleh bilangan reproduksi dasar sebagai berikut: 

                                                                        

𝑅0 =
𝛽1

𝜇 + 𝜔 + 𝛼
.                                                                                                                      (20) 

                                       

Jika semua parameter disubstitusikan pada 𝑅0 maka 𝑅0 = 0,1089756291 < 1. Berdasarkan [19] 

maka penyalahgunaan narkotika mempunyai kestabilan titik kesetimbangan bebas narkotika. 
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Analisis Kestabilan Titik Setimbang 

Model matematika penyalahgunaan narkotika memperhatikan tipe rehabilitasi berbentuk sistem 

persamaan diferensial non linier, oleh sebab itu untuk menganalisis kestabilan titik setimbangnya 

cukup sukar. Sehingga, diperlukan linierisasi dengan menggunakan matriks Jacobian seperti pada [20]. 

Matriks Jacobian dari model matematika pada penelitian ini adalah sebagai berikut:   

𝐽 = (−
𝜇𝛽1𝑈

𝛬
− 𝜇 

𝜇𝛽1𝑈

𝛬
 0 0 0   −

𝜇𝛽1𝑆

𝛬
 
𝜇𝛽1𝑆

𝛬
+

𝜇𝛽2𝑅

𝛬
+

𝜇𝛽3𝑇𝑜𝑝

𝛬
− 𝑑1 𝛼(1 − 𝑞) 𝛼𝑞 𝜔 −

𝜇𝛽2𝑅

𝛬
   0 

𝜇𝛽3𝑈

𝛬
 −

𝜇𝛽3𝑈

𝛬
− 𝑑2 𝛾1 𝜀1   0 0 𝛾2  − 𝑑3 𝜀2   0 

𝜇𝛽2𝑈

𝛬
 0 0 −

𝜇𝛽2𝑈

𝛬
− 𝜇      )  

dengan  

𝑑1 = 𝜇 + 𝜔 + 𝛼  

𝑑2 = 𝜇 + 𝛾1 + 𝜀1  

𝑑3 = 𝜇 + 𝛾2 + 𝜀2 . 

 

Analisis Kestabilan Titik Setimbang Bebas Narkotika 

Analisis kestabilan pada titik setimbang bebas narkotika dimulai dari mensubstitusi nilai titik 

setimbang bebas narkotika yaitu 𝐸0 = (
𝛬

𝜇
, 0, 0, 0,0) ke matriks Jacobian, sehingga diperoleh 

𝐽𝐸0 = (−𝜇 − 𝛽1 0       0      0  0 𝛽1 − 𝑑1  0        0      0  0 0 0  𝛽(1 − 𝑞) 𝛼𝑞 𝛽  − 𝑑2 𝛽1 𝛽1   𝛾2  −

𝑑3 𝛽2  0 0 − 𝜇   )  

Selanjutnya  matriks Jacobian 𝐽𝐸0 diatas dibentuk ke dalam persamaan karakteristik untuk mencari 

nilai eigen dengan menggunakan 𝑑𝑒𝑡 𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝐸0 − 𝜆𝐼)  = 0 yang mana didapatkan hasil sebagai 

berikut: 

−(−𝛽1 + 𝑑1 + 𝜆)(𝜇 + 𝜆)(𝜆3 + (𝑑2 + 𝑑3 + 𝜇)𝜆2 + (𝑑2𝑑3 + 𝑑2𝜇 + 𝑑3𝜇 − 𝛾1𝛾2)𝜆 − 𝛾1𝛾2𝜇 +

𝑑2𝑑3𝜇) = 0            

atau didapatkan bentuk ekuivalen seperti berikut ini: 

                     

−(𝜆 + 𝜇)(−𝛽1 + 𝑑1 + 𝜆)(𝜆3 + 𝑎0𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2) = 0                                               (21) 

                                             

Dari persamaan karakteristik tersebut, diperoleh nilai eigen 𝜆1 = −𝜇 dan 𝜆2 = 𝛽1 − (𝜇 + 𝜔 + 𝛼). 

Dengan substitusi parameter didapat bahwa 𝜆1 = −0,014 dan 𝜆2 = −0,04497. Dapat dilihat bahwa 

𝜆1, 𝜆2 < 0 karena semua parameter bernilai positif. Sisanya adalah persamaan karakteristik  

𝜆3 + 𝑎0𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0  

dimana 

𝑎0 = 𝑑2 + 𝑑3 + 𝜇  

𝑎1 = 𝑑2𝑑3 + 𝑑2𝜇 + 𝑑3𝜇 − 𝛾1𝛾2   

𝑎2 = −𝛾1𝛾2𝜇 + 𝑑2𝑑3𝜇.  

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz dalam [21], nilai eigen 𝜆3, 𝜆4, dan 𝜆5 akan bernilai negatif jika 

𝑎0 > 0, 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, dan 𝑎0𝑎1 − 𝑎2 > 0. Dengan mensubstitusi parameter diperoleh nilai 𝑎0 =

0.39881 > 0, 𝑎1 = 0.023054142 > 0, 𝑎2 = 0.000247335228 > 0, dan 𝑎0𝑎1 − 𝑎2 = 0.00895 > 0. 

Sehingga terbukti bahwa 𝜆3, 𝜆4, dan 𝜆5 bernilai negatif. Oleh karena itu, titik setimbang bebas 

narkotika 𝐸0 = (𝑆0, 𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0) stabil asimtotik. 
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Simulasi Numerik Analisa Kestabilan 

Dengan estimasi parameter di atas diperoleh 𝑅0 = 0,1089756291 < 1. Pada kondisi ini, sistem 

akan stabil asimtotik menuju titik kesetimbangan 𝐸0 = (𝑆0, 𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0) =

(141.912;  0;  0;  0;  0), artinya pada kondisi yang cukup lama (𝑡 →  ∞) proporsi individu pada masing-

masing kelas akan menuju titik ekuilibrium bebas narkotika. Proporsi kelas populasi individu rentan 

menyalahgunakan narkotika akan menuju 141.912, proporsi untuk kelas individu yang lainnya akan 

menuju 0, dengan kata lain tidak ada populasi individu yang menjadi penyalahguna narkotika, tidak 

ada populasi individu yang direhabilitasi rawat jalan maupun inap. Hal ini menunjukkan bahwa pada 

saat 𝑅0 < 1, pada waktu tertentu proporsi individu akan menuju titik kesetimbangan dengan rata-

rata penyalahgunaan narkotika tidak menyebar dalam populasi.   

Jika diberikan nilai awal yaitu 𝑆(0) = 135.305, 𝑈(0) = 743, 𝑇𝑜𝑝(0) = 3.584, 𝑇𝑖𝑝(0) =

 780, 𝑅(0) = 1.500, maka menggunakan bantuan Maple 2020 grafik simulasi disajikan pada Gambar 

2 berikut: 

                                   
(a)                                                                    (b) 

Gambar 2(a). Plot populasi rentan, 2(b). Plot populasi penyalahguna narkotika, penyalahguna 

yang mendapat rehabilitasi rawat jalan, penyalahguna yang mendapat rehabilitasi rawat inap, pulih 

dari penyalahgunaan narkotika 

 

Gambar 2(a) menunjukkan bahwa grafik kelas individu rentan (Susceptible) terhadap waktu 𝑡 

mengalami kenaikan pada populasi nilai awal yang telah ditentukan sebesar 135.305 menuju 

141.912. Kenaikan tersebut diakibatkan oleh laju populasi umum yang memasuki populasi rentan 

setiap tahunnya. Grafik di atas stabil karena menuju titik kesetimbangan yaitu 𝑆0 = 141.912.  

Gambar 2(b) menunjukkan bahwa kelas populasi individu penyalahguna (users) terhadap waktu 

𝑡 mengalami penurunan akibat adanya kematian alami, pemulihan alami, serta penyalahguna yang 

kemudian direhabilitasi. Sementara kelas populasi individu penyalahguna yang direhabilitasi rawat 

jalan (outpatient) terhadap waktu 𝑡 mengalami penurunan akibat adanya kematian alami, 

perpindahan penyalahguna narkotika yang direhabilitasi rawat jalan menjadi rehabilitasi rawat inap, 

perpindahan penyalahguna narkotika yang direhabilitasi rawat jalan menjadi pulih, serta dikarenakan 

adanya interaksi dengan penyalahguna yang tidak direhabilitasi sehingga dapat beresiko menjadi 

penyalahguna narkotika kembali. Sedangkan kelas populasi individu penyalahguna yang direhabilitasi 

rawat inap (inpatient) terhadap waktu 𝑡 mengalami penurunan populasi nilai awal yang akibat adanya 

kematian alami, perpindahan penyalahguna narkotika yang direhabilitasi rawat inap menjadi 

rehabilitasi rawat jalan, dan perpindahan penyalahguna narkotika yang direhabilitasi rawat inap 

menjadi pulih. Selanjutnya kelas populasi individu penyalahguna narkotika yang pulih mengalami 

kenaikan akibat penyalahguna yang mendapat rehabilitasi maupun tidak telah pulih dari 

penyalahgunaan narkotika. Akan tetapi setelah itu, individu yang pulih mengalami penurunan akibat 
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tidak adanya penambahan dari kelas penyalahguna narkotika serta adanya kematian alami dari 

individu kelas ini. Grafik dikatakan stabil karena menuju titik ekuilibrium (𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0) = 0, artinya 

penyebaran penyalahgunaan dalam waktu tertentu semakin berkurang dan berangsur-angsur hilang 

dalam populasi. 

 

Kesimpulan 

Model matematika pada penyebaran penyalahgunaan narkotika ini memiliki titik ekuilibrium 

bebas penyakit stabil asimtotik lokal dengan nilai 𝑅0 = 0,1089756291 < 1 yaitu 𝐸0 =

(𝑆0, 𝑈0, 𝑇𝑜𝑝
0 , 𝑇𝑖𝑝

0 , 𝑅0) = (141.912;  0;  0;  0;  0), artinya pada masing-masing kelas akan menuju titik 

ekuilibrium bebas narkotika yang mana jumlah penyalahguna narkotika akan berkurang dan dalam 

jangka waktu tertentu sudah tidak menyebar. Jika pada suatu saat tertentu jumlah penyalahguna 

narkotika justru bertambah, cara yang dapat dilakukan yaitu dengan mengurangi interaksi individu 

penyalahguna narkotika dengan individu rentan menyalahgunakan narkotika serta meningkatkan 

kesadaran seseorang dari penyalahgunaan narkotika dengan memberikan penyuluhan dampak 

negatif narkotika bagi kesehatan. 

Hasil simulasi menggunakan data penyebaran penyalahgunaan narkotika di Indonesia tahun 2020 

menunjukkan bahwa penyebaran narkotika tidak lagi menjadi endemi dengan nilai 𝑅0 < 1. Hal ini 

dipengaruhi oleh adanya program rehabilitasi sebagai bentuk hukuman dan upaya perawatan yang 

diharapkan kecenderungan seseorang yang sudah pulih menyalahgunakan narkotika untuk 

menyalahgunakan kembali dapat hilang dan tidak akan menyalahgunakan kembali. 
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