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Abstrak

Persamaan diferensial parsial nonlinear adalah salah satu tinjauan dalam bidang ilmu matematika.
Biasanya persamaan nonlinier sangat sulit untuk dipecahkan secara efektif baik secara numerik maupun
analisis. Beberapa metode telah dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial
nonlinier, salah satunya adalah Metode Transformasi Pertubasi Homotopi(MTPH) dan Metode
Dekomposisi Adomian(MDA). Kedua metode ini memiliki teknik yang sangat kuat dan efisien untuk
memecahkan persamaan diferensial parsial nonlinier.

Kata kunci: Persamaan Diferensial Parsial Nonlinier, Transformasi Laplace, Metode Pertubasi Homotopi,
He’s Polinomial, Adomian Polinomial

Pendahuluan

Banyak permasalahan muncul dalam berbagai bidang ilmiah termasuk biologi matematika,
dinamika fluida, Visco- elastisitas! fisika dan!matematika/'\Pérmasalahan dalam berbagai bidang tersebut
dapat dimodelkan dengan menggunakan persamaan diferensial parsial nonlinear. Tetapi persamaan
nonlinier sangat sulit untuk dipecahkan secara efektif baik secara numerik maupun analisis.

Beberapa metode telah dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial non
linier. Salah satu metode yang dapat menyelesaikan sebuah persamaan diferensial parsial non linier
adalah metode transformasi pertubasi homotopi. Metode transfomasi pertubasi homotopi memberikan
solusi dengan konvergensi yang cepat yang dapat menghasilkan solusi dalam bentuk tertutup. Metode
transfomasi pertubasi homotopi diterapkan tanpa batasan asumsi dan menghindari kesalahan
pembulatan[7].

Metode dekomposisi adomian juga salah satu metode yang dapat menyelesaikan persamaan
diferensial parsial non linier. Metode dekomposisi adomian tidak memerlukan liniearisasi dalam
menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier[1]. Keuntungan utama dari metode dekomposisi
adomian adalah metode ini memiliki teknik yang kuat dengan algoritma yang efisien untuk solusi
perkiraan analitik dan simulasi numerik. Hal ini memungkinkan kita untuk dapat memecahkan kedua
masalah nonlinier yaitu masalah nilai awal dan masalah nilai batas[5]. Selain itu, metode dekomposisi
adomian sangat mampu mengurangi pengerjaan komputasi dengan tetap mempertahankan hasil
akurasi yang tinggi dari solusi numerik[2].
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Teori
Metode Transformasi Pertubasi Homotopi

Untuk menggambarkan ide dasar dari metode ini, pertimbangkan bentuk persamaan diferensial parsial
nonlinier sebagai berikut[9]:

Du(x,t) + Ru(x, t) + Nu(x,t) = g(x,t) (3.1)
dengan kondisi awalnya adalah
u(x,0) = k(x) dan us(x,0) = f(x) (3.2)
dimana:
62

D adalah operator diferensial linier orde kedua yang dinotasikan D = 32

R adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih kecil dari D
N adalah operator diferensial nonlinier
g(x, t) adalah bentuk sumber.
Langkah yang dilakukan dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier diatas, yaitu:
a. Aplikasikan transformasi laplace
Lakukan transformasi laplace pada persamaan (3.1),

s2Lu(x, t)] — s[u(x,0)] — %u(x, 0) = L[g(x,t)] — L[Ru(x, t)] — L[Nu(x, t)]
b. Substitusikan kondisi awalnya
Llu(x, t)] = @ + % + S%L[g(x, t)] — S%L[Ru(x, t)] - S%L[Nu(x, )]
c. Lakukan invers laplace
u(x,t) = G(x,t) — L1 SizL[Ru(x, )] — slzL[Nu(x, t)] (3.3)

Dimana G (x, t) adalah invers laplace dari bentuk sumber dan kondisi awal.
d. Aplikasikan metode pertubasi homotopi

ux,t) = Yoo P un(x, t) (3.4)
dan bentuk nonliniernya bisa didekomposisikan sebagai berikut
Nu(x,t) = Xy=op"Hn (W) (3.5)

Substitusikan persamaan (3.4) dan persamaan (3.5) kedalam persamaan(3.3),
Bio (1, 6) = 6 2 L LR TR 5, (0 F SR P @)
dimana H,(u) adalah He's polinomial.

e. Hitung He’s polinomial dengan menggunakan rumus berikut ini

1 om <1
Hy(ug+u; +u, ++++) = ;W [N <z p‘ui>]
i=0 p:O
dengann =0,1,2, ...
f. Bandingkan koefisien pangkat yang sama darip pada kedua ruas, sehingga diperoleh sebagai

berikut:
p°: ug(x,t) = G(x, t)

pt: u(x,t) =-L71 [S%L[Ruo(x, t) + Ho(u)]]

1
p?: uy(x,t) =-L71 [S—ZL[Rul(x, t) + Hl(u)]]
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Metode Dekomposisi Adomian

Untuk menggambarkan ide dasar dari metode ini, pertimbangkan bentuk persamaan diferensial
parsial nonlinier sebagai berikut[6]:
Du(x,t) + Ru(x, t) + Nu(x,t) = g(x,t) (3.6)
dengan kondisi awalnya adalah
u(x,0) = k(x) dan us(x,0) = f(x)
dimana:
D adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih besar dari R yang dinotasikan D = %

R adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih kecil dari D
N adalah operator diferensial nonlinier
g(x, t) adalah bentuk sumber.
Langkah yang dilakukan dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier diatas, yaitu:
a. Aplikasikan operator invers D!
Aplikasikan operator invers D™! pada kedua ruas persamaan (3.6), dimana D~! adalah integral
tertentu dalam bentuk D~ 1u(x,t) = fotu(x, s) ds.
u(x,t) = f — D7 [Ru(x,t) + Nu(x,t)]
Dimana f adalah hasil yang timbul dari hasil integral bentuk sumber g(x, t).
b. Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian

u(x, t) = Xp—our(x,t) (3.7)
dan bentuk nonliniernya bisa didekomposisikan sebagai berikut
Nu(x,t) = Ypeo Ak (3.8)

Dimana Ay, adalah Adomian polinomial.
c. Hitung Adomian Polinomial dengan menggunakan rumus berikut:

A= gw Nz, )] (3.9)
dengank =0,1,2, ...
d. Hitungu(x,y,t) = X-oux(x,y,t) agar didapatkan solusi.
up(x,t) = f
U (x,t) = =D 'Rugsy — D sy : ‘
dimana Ruy_4 adalah untuk bentuk linier dan Ak 1 untuk bentuk nonlmler

Hasil dan Diskusi

Pada bagian ini akan dibahas penerapan metode transformasi pertubasi homotopi dan metode
dekomposisi adomian. Kesederhanaan dan akurasi dari algoritma-algoritma dari kedua metode
digambarkan melalui contoh-contoh numerik berikut.

Contoh 1. Misalkan diketahui persamaan diferensial parsial nonlinier sebagai berikut:
%u?(x,y,t) n 0%u?(x,y,t)
0x2 dy?

us(x,y,t) = +u(x,y,t) (4.1)

Dengan kondisi awal,
u(x,y,0) = \/(smx—smhy) (4.2)
A. Penyelesaian dengan Metode Transformasi Pertubasi Homotopi
a. Aplikasikan transformasi laplace

Lakukan transformasi laplace pada kedua ruas persamaan (4.1), Sehingga akan didapatkan,

1 1 0? t o%u?(x,y,t
Llu(x,y,t)] = ;u(x, y,0) + - L[ uao;y ) + ua;ty ) 4 u(x,y, t)]
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b. Substitusikan kondisi awalnya

9%u?(x,y,t) n 02u?(x,y,t)

1 = . 1
Llu(x,y,t)] = </ (sinxsinhy) + = L [ e 372

+ hu(x,y, t)]
c. Lakukaninvers laplace
25 2
u(x,y,t) = /(sinxsinhy) + L1 G L [a uaixz’y’t) 42 ua;i'y't) +u(x,y, t)])

d. Aplikasikan metode pertubasi homotopi
© : . —1 11 1o 0
B0 " un(r,y,6) = Gimxsimhy) + p (17 (LIS p" Hn ) + Bz p" Ha(w) +
Eimop" un(x,7,0])

Dimana H,,(u) dan H;,(u) adalah He’s polynomial yang menggambarkan bentuk non linier.

e. Hitung nilai H,(u) dan H;,(u) atau yang sering disebut he’s polynomial
Untuk H,, (1) didapatkan

Zn=0 p"Hp(u) = ox2 (271:0 P un(x,y, t))z

_ 0%uo’(xy.0)
Holw) = 224G

_ 5 Pup(xy.)ug (ny.t)
Hi(u) = 2 P

62
Hy(u) = = (2uo(x, ¥, Duy (x, y, ) + uy2(x, ¥, 1))

62
Hy (1) = = (2u; (6, y, Dup (6,3, £) + 2o, 3, Du(x, v, 1))

Untuk H,, (u) didapatkan

(o] li 62 (0]

Zn=op"Hn(w) = 375 Qo P"n (%, 1))
' 0%ug®(xy.t)

HO(”’)%T
, 0% uo (x,y,H)uy (1Y)

Hl(u) = 2 . ayz :

' 0?
HZ(u) = ﬁ (ZuO(x' Y, t)uz(x' Y, t) + ulz(xl YV t))

' 82
Hi(u) = 37 (2u1 e, v, )uy (6,9, 0) + 2up(x, y, Hus(x, y, t))

f. Bandingkan koefisien pangkat yang sama dari p agar didapatkan solusi

PO uo(x,y, ) = |/GsInx sinhy)

pLpu(xy, ) = P [FL(Ho(w) + Hyw) +uo)| = ¢y/Ginxsinhy)
P2 s (x,y,6) = PP [FLOM G0 + @) +w)] = 5 Ginxsinhy)
p*pius(x,y,t) = p°L* %L(Hz(u) + Hy(w) + uz)] = % JGsinx sinh y)

4

11 t
ptiptu,(x,y,t) = ptL?t EL(H3(u) + Hi(u) + u3)] =50 /(sin x sinh y)

Maka solusi deret dari persamaan (4.1) adalah sebagai berikut:

o0 - - I A
u(x,y,t) = 220U = ,/(smxsmhy)(l+t+z+;+z+-'-)

Maka solusi dengan bentuk tertutup dari persamaan (4.1) adalah

u(x,y,t) = /(sinx sinh y) exp(t).

B. Penyelesaian dengan Metode Dekomposisi Adomian
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a. Aplikasikan operator invers D~ pada persamaan (4.1),
u(x,y,6) = D Hui (x,y,t) + ui,(x,v,t) + u(x,y, )]
b. Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian
Lie=o Uk (0, y,t) = DTHERLo Ak + Xitoo i (%, ¥, )]
Dan didapat,

uo(x,y,t) = u(x,y,0) = ,/(sinx sinh y)
t t
we (6,9, 8) = [F w1 (%,y,5) ds + [} Ay ds
c. Hitung Adomian Polinomial atau 4,

k
Ay = %% [(Zli.o:o Akuk)ix + (T Akuk)f’y]azo
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Ag = [(uo)azcx + (uo)fzy]
d
A= — [(ud + 2Auquq) px + (g + ZAuOul)yy]
-
A, = id_z (u(z) + 2uguq + (22%uqu, + (Aul)z)) + (ug + 2Auguq + (22%ugu, +
20da? | x
(Au3)?))
vy
g
3= id— (u(z) + 2/1u0u1 + (ZAZUOUZ + (ﬂ.ul)z) + (213u0u3 + 2/13u1u2)) +
31da3 | xx
(u(z) + 22uguy + (22%ugu, + (Auy)?) + 2A3ugus + 213u1u2)) ]
vy
d. Hitung u, agar didapatkan solusi
ug(x,y,t) = {/sinx sinhy
u; (x, y,t) = fotuo(x, y,s)ds + fOtAO ds =t ./sinxsinhy
2
uy(x,y,t) = fotul(x, y,s)ds + fOtAl ds = % \/sinx sinh y
3
us(x,y,t) = fotuz(x,y, s)ds + fotAz s = % J/sinx sinhy
4
uy(x,y,t) = fotu3(x,y, s).-ds + fotAg ds = ;—4 \/sinxsinhy
Maka solusi deret darifpensamaan(4:1) adalah sebagaiberikati =
P e S
u(x,y,t) = Yo Uk = +/(sinxsinhy) (1 R vl st sy )
Maka solusi dengan bentuk tertutup dari persamaan (4.1) adalah
u(x,y,t) = exp(t) 4/ (sinx sinh y).
Contoh 2. Misalkan diketahui persamaan diferensial parsial nonlinier sebagai berikut:
2,,2 2,,2
u(x,y,t) = 2 uaSCZ’y’t) +2 ua;’;'y't) —u(x,y,t)(1 + ru(x,y,t)) (4.3)

dengan kondisi awal

u(x,y,0) = exp (%\/g(x + y))

A. Penyelesaian dengan Metode Transformasi Pertubasi Homotopi
a. Aplikasikan transformasi laplace

(4.4)

Lakukan transformasi laplace pada kedua ruas persamaan (4.3), sehingga didapatkan

1 1 92U (x,y.t 02U (xy.t
e .01 ="t 0+ 1[50 O

b. Substitusikan kondisi awalnya

—u(x,y, t)(l + ru(x,y, t))]
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C.

1 1 1 . [o2u?(xyt) , 02u(xy,t
Llu(x,y, t)] = S exp (E\E (x + y)) +< L [ uaixzy ) 4 ua;ny ) _ u(x,y,t)(1 + rulx,y, t))]

Lakukan invers laplace

D 2?2
u(x,y,t) = exp G \/é (x + y)) 17 (G L[580+ 580wy, ) - iy, )

S

Aplikasikan metode pertubasi homotopi
00 1 —_ 1 [ee) (o) A
Zn=oP" Uun(x,¥,t) = exp <5\/§ (x + y)) +p(L [;L[Zn:op”Hn(u) + Xnzop"Hn(u) —

B " un(6,3,8) = iz p" B W)

Dimana H,,(u), H;,(u) dan H; (u) adalah He’s polynomial yang menggambarkan bentuk non
linier.

Hitung nilai H, (u), H;,(u) dan H,/(u) atau yang sering disebut he’s polynomial

Untuk H,, (1) didapatkan

Zn=0 p"Hy(u) = ox2 (Zn:O P un(x,y, t))z

H 9%uo®(xy.t)
O(u) - (z?xz

_ 5 Pup(xy.)us (ny.t)
Hy(u) = 2 -

62
Hy(u) = 5= (2uo(x, ¥, Duy (x, y, ) + uy?(x, ¥, 1))

62
H3 (u) = ﬁ (Zul(x, Y, t)uZ (x; Y, t) + ZuO(x; Y, t)u3(x' Y t))

Untuk pencarian Hy,(u) didapatkan,
(o) ! 62 [ee]
Zn=op"Ho(w) = 375 Qo P un (%3, )

’ 9%u 2(x.y,t)
Ho(u) = —%yz
2
Hi(w) = 2 9 uo(xog;)zul(x,y,t)

' 0?
HZ(u) = ﬁ (ZuO(x' Y, t)uz(x' Y, t) + ulz(xl Y, t))

Hy(w) = 0= (2u G 3@ 3]0 el y, bhats )2 1lss)

Untuk pencarian H,/ (u) didapatkan,

Tr=o P Hy (W) = (X0 p™un(x,y, 1))?

Hg' () = rup®(x, y, t)

Hi'(w) = 2ruop(x,y, hus (x,p,1)

Hy (W) = 1(2uo(x, y, ua (6,3, £) + uy(x, 3, 1))

Hy (W) = 1(2uy (%, 5, Ouz(x, y,£) + 2up(x, ¥, huz(x, y, 1))

Bandingkan koefisien pangkat yang sama dari p agar didapatkan solusi

% u(x,y,t) = exp (%\E(x + y))

phiptus(ny,t) = p'L [FL(Ho(w) + Hy () = uo — HY )] = —t exp ( ﬁ(x + y))
PZ: pPus(y, ) = p?L7t [FL(Hy () + Hi) — uy = HY )] = Sexp ( f (e + y))
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1 3 1
p3:pius(x,y,t) = p3L7! [EL(Hz(u) + Hy(w) —uy — ”z(u))] = —%exp <§\/§(x+y)>

1 4 1
p*:p*us(x,y,t) = p*L7! [; L(H3(u) + H3(u) — uz — H’é(u))] = ;—4exp (E\E (x + y))

Maka solusi deret dari persamaan (4.3) adalah sebagai berikut:

. 1 t?2  t3  t*
u(x,y,t)=Zi:0ul~=exp(;\/g(x+y)>(1—t+z—;+z—---)

maka solusi bentuk tertutupnya adalah
1 [r
u(x,y,t) = exp <E\/%(x +y) — t)

B. Penyelesaian dengan Metode Dekomposisi Adomian

a.

Aplikasikan operator invers D1

u(x,y,t) = D71 [uZ,(x,y,0) + us, (x,y,t) —ux,y,t) —ru*(x,y, 0]

Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian

Yico (6, y,8) = D71 [ude (6, 3,0 + udy (6,9, 8) — Eioo i (2,3, 8) — 17U (%, 3, 1)
dan didapat,

ur,y,0) = oy, =2 [FGr +.)

t t
w(x,y,t) = — fo U1 (x,y,5) ds + fo Ag-1 ds
Hitung Adomian Polinomial atau A

x - 2 - 2 ) 2
A = %# [(Zk=0 Akuk)xx +(Zio Aku")yy = (Ziczo ) LFO

Ao = [(ue)ix + (u0)3y — 1 (ug)?]
d
A== [(ud + 22uquq) rx + (Ud + 2Auguy)yy — 7(UE + 22uguy)]
.
AZ = %% (U,(Z) + 2/1u0u1 + (ZAZU,OU,Z + (Aul)z)) + (ug + 2/1u0u1 _|_ (leuouz +
) - xx
(up?) BV B e R (mi)‘z))]f '
yy
ar
A3 = %% (u(ZJ + 2Auguy + (22%ugu, + (Auqg)?) + 2A3ugus + 213u1u2)) +
' ) xx

(u(z) + 2Auguy + (22 %ugu, + (Aug)?) + QAB3uus + 2/13u1u2)) —7r (u(z) + 2Augu, +
vy
(22%uguy + (Au)?) + QABugus + 2/13u1u2))]
Hitung u,, agar didapatkan solusi
1
uo(x,y.0) = exp (2 [5G+ )
t t 1
w30 = = [y 0,3, ds + [ Ao ds =~ exp (3 [E G+ )
t t i 1 |r
w(6,y,0) = = [y usey,9) ds + Jj dyds =5 exp (2 [+ 2)
t t it 1 |r
u3(x;yl t) = _fo uZ(xly;S) ds + fo AZ ds = _z €xp (E\];(x + y))
uy(x t)——ftu (x s)ds+ftA ds =& exp(= Zix+y)
4\ - 0“3 Iz o '3 T 24 p 242 y
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Maka solusi deret dari persamaan (4.3) adalah sebagai berikut:

t3 ot

. 1 t2
u(x,y,t) = Lizo Uk = eXP(g\/é@"‘Y))(l—t+;—;+z—“')

Maka solusi dengan bentuk tertutup

1
u(x,y,t) = exp <E\/§(x +y)— t)

Kesimpulan

Dengan melihat proses penyelesaian di atas, dapat disimpulkan bahwa metode transformasi

pertubasi homotopi dan metode dekomposisi adomian berhasil diterapkan dalam menyelesaikan

persamaan diferensial parsial nonlinier dan memiliki hasil solusi yang sama. Namun, metode

dekomposisi adomian lebih sederhana dan efisien dibandingkan dengan metode transformasi pertubasi

homotopi.
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