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Abstrak 

Persamaan diferensial parsial nonlinear adalah salah satu tinjauan dalam bidang ilmu matematika. 

Biasanya persamaan nonlinier sangat sulit untuk dipecahkan secara efektif baik secara numerik maupun 

analisis. Beberapa metode telah dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial 

nonlinier, salah satunya adalah Metode Transformasi Pertubasi Homotopi(MTPH) dan Metode 

Dekomposisi Adomian(MDA). Kedua metode ini memiliki teknik yang sangat kuat dan efisien untuk 

memecahkan persamaan diferensial parsial nonlinier.  

Kata kunci: Persamaan Diferensial Parsial Nonlinier, Transformasi Laplace, Metode Pertubasi Homotopi, 

He’s Polinomial, Adomian Polinomial 

 

Pendahuluan 

Banyak permasalahan muncul dalam berbagai bidang ilmiah termasuk biologi matematika, 

dinamika fluida, Visco- elastisitas fisika dan matematika. Permasalahan dalam berbagai bidang tersebut 

dapat dimodelkan dengan menggunakan persamaan diferensial parsial nonlinear. Tetapi persamaan 

nonlinier sangat sulit untuk dipecahkan secara efektif baik secara numerik maupun analisis. 

Beberapa metode telah dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial non 

linier. Salah satu metode yang dapat menyelesaikan sebuah persamaan diferensial parsial non linier 

adalah metode transformasi pertubasi homotopi. Metode transfomasi pertubasi homotopi memberikan 

solusi dengan konvergensi yang cepat yang dapat menghasilkan solusi dalam bentuk tertutup. Metode 

transfomasi pertubasi homotopi diterapkan tanpa batasan asumsi  dan menghindari kesalahan 

pembulatan[7].  

Metode dekomposisi adomian juga salah satu metode yang dapat menyelesaikan persamaan 

diferensial parsial non linier. Metode dekomposisi adomian tidak memerlukan liniearisasi dalam 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier[1]. Keuntungan utama dari metode dekomposisi 

adomian adalah metode ini memiliki teknik yang kuat dengan algoritma yang efisien untuk solusi 

perkiraan analitik dan simulasi numerik. Hal ini memungkinkan kita untuk dapat memecahkan kedua 

masalah nonlinier yaitu masalah nilai awal dan masalah nilai batas[5]. Selain itu, metode dekomposisi 

adomian sangat mampu mengurangi pengerjaan komputasi dengan tetap mempertahankan hasil 

akurasi yang tinggi dari solusi numerik[2]. 
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Teori 

Metode Transformasi Pertubasi Homotopi 

Untuk menggambarkan ide dasar dari metode ini, pertimbangkan bentuk persamaan diferensial parsial 

nonlinier sebagai berikut[9]: 

𝐷𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑅𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡)   (3.1) 

dengan kondisi awalnya adalah 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑘(𝑥) dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)    (3.2) 

dimana: 

𝐷 adalah operator diferensial linier orde kedua yang dinotasikan 𝐷 =
𝜕2

𝜕𝑡2 

𝑅 adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih kecil dari 𝐷 

𝑁 adalah operator diferensial nonlinier 

𝑔(𝑥, 𝑡) adalah bentuk sumber. 

Langkah yang dilakukan dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier diatas, yaitu: 

a. Aplikasikan transformasi laplace 

Lakukan transformasi laplace pada persamaan (3.1), 

𝑠2𝐿[𝑢(𝑥, 𝑡)] − 𝑠[𝑢(𝑥, 0)] −
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 0) = 𝐿[𝑔(𝑥, 𝑡)] − 𝐿[𝑅𝑢(𝑥, 𝑡)] − 𝐿[𝑁𝑢(𝑥, 𝑡)]  

b. Substitusikan kondisi awalnya 

𝐿[𝑢(𝑥, 𝑡)] =
𝑘(𝑥)

𝑠
+

𝑓(𝑥)

𝑠2 +
1

𝑠2 𝐿[𝑔(𝑥, 𝑡)] −
1

𝑠2 𝐿[𝑅𝑢(𝑥, 𝑡)] −
1

𝑠2 𝐿[𝑁𝑢(𝑥, 𝑡)]  

c. Lakukan invers laplace 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) − 𝐿−1 [
1

𝑠2 𝐿[𝑅𝑢(𝑥, 𝑡)] −
1

𝑠2 𝐿[𝑁𝑢(𝑥, 𝑡)]]   (3.3) 

Dimana 𝐺(𝑥, 𝑡) adalah invers laplace dari bentuk sumber dan kondisi awal. 

d. Aplikasikan metode pertubasi homotopi 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)∞
𝑛=0          (3.4) 

dan bentuk nonliniernya bisa didekomposisikan sebagai berikut 

𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞
𝑛=0          (3.5) 

Substitusikan persamaan (3.4) dan persamaan (3.5) kedalam persamaan (3.3), 

∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)∞
𝑛=0 = 𝐺(𝑥, 𝑡) − 𝐿−1 [

1

𝑠2 𝐿[𝑅 ∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)∞
𝑛=0 + ∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞

𝑛=0 ]]  

dimana 𝐻𝑛(𝑢) adalah He’s polinomial. 

e. Hitung He’s polinomial dengan menggunakan rumus berikut ini 

𝐻𝑛(𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ ) =
1

𝑛!

𝜕𝑛

𝜕𝑝𝑛 [𝑁 (∑ 𝑝𝑖𝑢𝑖

∞

𝑖=0

)]

𝑝=0

 

dengan 𝑛 = 0,1,2, …  

f. Bandingkan koefisien pangkat yang sama dari 𝑝  pada kedua ruas, sehingga diperoleh sebagai 

berikut: 

𝑝0 ∶  𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) 

𝑝1 ∶  𝑢1(𝑥, 𝑡) = −𝐿−1 [
1

𝑠2 𝐿[𝑅𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝐻0(𝑢)]] 

𝑝2 ∶  𝑢2(𝑥, 𝑡) = −𝐿−1 [
1

𝑠2 𝐿[𝑅𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝐻1(𝑢)]] 

⋮ 
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Metode Dekomposisi Adomian 

Untuk menggambarkan ide dasar dari metode ini, pertimbangkan bentuk persamaan diferensial 

parsial nonlinier sebagai berikut[6]: 

𝐷𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑅𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡)   (3.6) 

dengan kondisi awalnya adalah 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑘(𝑥) dan 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

dimana: 

𝐷 adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih besar dari R yang dinotasikan 𝐷 =
𝜕

𝜕𝑡
 

𝑅 adalah operator diferensial linier yang ordenya lebih kecil dari 𝐷 

𝑁 adalah operator diferensial nonlinier 

𝑔(𝑥, 𝑡) adalah bentuk sumber. 

Langkah yang dilakukan dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier diatas, yaitu: 

a. Aplikasikan operator invers 𝐷−1 

Aplikasikan operator invers 𝐷−1 pada kedua ruas persamaan (3.6), dimana 𝐷−1 adalah integral 

tertentu dalam bentuk 𝐷−1𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑢(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓 − 𝐷−1[𝑅𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡)] 

Dimana 𝑓 adalah hasil yang timbul dari hasil integral bentuk sumber 𝑔(𝑥, 𝑡). 

b. Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian  

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)∞
𝑘=0          (3.7) 

dan bentuk nonliniernya bisa didekomposisikan sebagai berikut 

𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐴𝑘
∞
𝑘=0          (3.8) 

Dimana 𝐴𝑘 adalah Adomian polinomial. 

c. Hitung Adomian Polinomial dengan menggunakan rumus berikut: 

𝐴𝑘 =  
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝜆𝑘 [𝑁(∑ 𝜆𝑖𝑈𝑖
∞
𝑖=0 )]

𝜆=0
        (3.9) 

dengan 𝑘 = 0, 1, 2, … 

d. Hitung 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞
𝑘=0  agar didapatkan solusi.  

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑓 

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = −𝐷−1𝑅𝑢𝑘−1 − 𝐷−1𝐴𝑘−1 

dimana 𝑅𝑢𝑘−1 adalah untuk bentuk linier dan 𝐴𝑘−1 untuk bentuk nonlinier. 

 

Hasil dan Diskusi 

Pada bagian ini akan dibahas penerapan metode transformasi pertubasi homotopi dan metode 

dekomposisi adomian. Kesederhanaan dan akurasi dari algoritma-algoritma dari kedua metode 

digambarkan melalui contoh-contoh numerik berikut. 

Contoh 1. Misalkan diketahui persamaan diferensial parsial nonlinier sebagai berikut: 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 + 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)     (4.1) 

Dengan kondisi awal, 

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦)     (4.2) 

A. Penyelesaian dengan Metode Transformasi Pertubasi Homotopi 

a. Aplikasikan transformasi laplace 

Lakukan transformasi laplace pada kedua ruas persamaan (4.1), Sehingga akan didapatkan, 

𝐿[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)] =
1

𝑠
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) +

1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 + 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)]  
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b. Substitusikan kondisi awalnya 

𝐿[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)] =
1

𝑠
√(sin 𝑥 sinh 𝑦) +

1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 + ℎ𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)]  

c. Lakukan invers laplace 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦) + 𝐿−1 (
1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 + 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)])      

d. Aplikasikan metode pertubasi homotopi  

∑ 𝑝𝑛∞
𝑛=0 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦) + 𝑝 (𝐿−1 [

1

𝑠
𝐿[∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞

𝑛=0 + ∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛
′ (𝑢)∞

𝑛=0 +

∑ 𝑝𝑛∞
𝑛=0 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)]])     

Dimana 𝐻𝑛(𝑢) dan 𝐻𝑛
′ (𝑢) adalah He’s polynomial yang menggambarkan bentuk non linier. 

e. Hitung nilai 𝐻𝑛(𝑢) 𝑑𝑎𝑛 𝐻𝑛
′ (𝑢) atau yang sering disebut he’s polynomial 

Untuk 𝐻𝑛(𝑢) didapatkan 

∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞
𝑛=0 =  

𝜕2

𝜕𝑥2
(∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑛=0 )2  

𝐻0(𝑢) =  
𝜕2𝑢0

2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2      

𝐻1(𝑢) =  2
𝜕2𝑢0(𝑥,𝑦,𝑡)𝑢1(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2     

𝐻2(𝑢) =
𝜕2

𝜕𝑥2 (2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1
2(𝑥, 𝑦, 𝑡))  

𝐻3(𝑢) =
𝜕2

𝜕𝑥2 (2𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡))  

⋮ 

Untuk 𝐻𝑛
′ (𝑢) didapatkan 

∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛
′ (𝑢)∞

𝑛=0 =  
𝜕2

𝜕𝑦2
(∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑛=0 )2  

𝐻0
′ (𝑢)

𝜕2𝑢0
2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2       

𝐻1
′(𝑢) =  2

𝜕2𝑢0(𝑥,𝑦,𝑡)𝑢1(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2     

𝐻2
′ (𝑢) =

𝜕2

𝜕𝑦2 (2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1
2(𝑥, 𝑦, 𝑡))   

𝐻3
′ (𝑢) =

𝜕2

𝜕𝑦2 (2𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡))   

⋮ 

f. Bandingkan koefisien pangkat yang sama dari 𝑝 agar didapatkan solusi 

𝑝0: 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦)  

𝑝1: 𝑝1𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝1𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻0(𝑢) + 𝐻0

′ (𝑢) + 𝑢0)] =  𝑡√(sin 𝑥 sinh 𝑦)  

𝑝2: 𝑝2𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝2𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻1(𝑢) + 𝐻1

′(𝑢) + 𝑢1)] =
𝑡2

2
 √(sin 𝑥 sinh 𝑦)  

𝑝3: 𝑝3𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝3𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻2(𝑢) + 𝐻2

′ (𝑢) + 𝑢2)] =
𝑡3

6
 √(sin 𝑥 sinh 𝑦) 

𝑝4: 𝑝4𝑢4(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝4𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻3(𝑢) + 𝐻3

′ (𝑢) + 𝑢3)] =
𝑡4

24
  √(sin 𝑥 sinh 𝑦) 

⋮ 

Maka solusi deret dari persamaan (4.1) adalah sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑖
∞
𝑖=0 =  √(sin 𝑥 sinh 𝑦) (1 + 𝑡 +

𝑡2

2!
+

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
+ ⋯ )    

Maka solusi dengan bentuk tertutup dari persamaan (4.1) adalah 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦) exp(𝑡). 

B. Penyelesaian dengan Metode Dekomposisi Adomian 
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a. Aplikasikan operator invers 𝐷−1 pada persamaan (4.1), 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝐷−1[𝑢𝑥𝑥
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑦𝑦

2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)]  

b. Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian 

∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞
𝑘=0 =  𝐷−1[∑ 𝐴𝑘

∞
𝑘=0 + ∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑘=0 ]  

Dan didapat, 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = √(sin 𝑥 sinh 𝑦)  

𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴𝑘−1 𝑑𝑠

𝑡

0
  

c. Hitung Adomian Polinomial atau 𝐴𝑘 

𝐴𝑘 =  
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝜆𝑘 [(∑ 𝜆𝑘𝑢𝑘
∞
𝑘=0 )

𝑥𝑥

2
+ (∑ 𝜆𝑘𝑢𝑘

∞
𝑘=0 )

𝑦𝑦

2
]

𝜆=0
  

𝐴0 =  [(𝑢0)𝑥𝑥
2 + (𝑢0)𝑦𝑦

2 ]   

𝐴1 =  
𝑑

𝑑𝜆
[(𝑢0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1)𝑥𝑥 + (𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1)𝑦𝑦]  

𝐴2 =  
1

2!

𝑑2

𝑑𝜆2 [(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2))

𝑥𝑥
+ (𝑢0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 +

(𝜆𝑢1)2))
𝑦𝑦

]  

𝐴3 =  
1

3!

𝑑3

𝑑𝜆3 [(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2) + (2𝜆3𝑢0𝑢3 + 2𝜆3𝑢1𝑢2))

𝑥𝑥
+

(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2) + (2𝜆3𝑢0𝑢3 + 2𝜆3𝑢1𝑢2))

𝑦𝑦
]    

⋮ 

d. Hitung 𝑢𝑛 agar didapatkan solusi 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √sin 𝑥 sinh 𝑦 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴0 𝑑𝑠

𝑡

0
= 𝑡 √sin 𝑥 sinh 𝑦  

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴1 𝑑𝑠

𝑡

0
=

𝑡2

2
 √sin 𝑥 sinh 𝑦  

𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴2 𝑑𝑠

𝑡

0
=

𝑡3

6
 √sin 𝑥 sinh 𝑦    

𝑢4(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∫ 𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴3 𝑑𝑠

𝑡

0
=

𝑡4

24
 √sin 𝑥 sinh 𝑦   

⋮ 

Maka solusi deret dari persamaan (4.1) adalah sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑘
∞
𝑘=0 =  √(sin 𝑥 sinh 𝑦) (1 + 𝑡 +

𝑡2

2!
+

𝑡3

6
+

𝑡4

24
+ ⋯ )  

Maka solusi dengan bentuk tertutup dari persamaan (4.1) adalah 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp(𝑡) √(sin 𝑥 sinh 𝑦). 

 

Contoh 2. Misalkan diketahui persamaan diferensial parsial nonlinier sebagai berikut: 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)(1 + 𝑟𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡))   (4.3) 

dengan kondisi awal 

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))     (4.4) 

A. Penyelesaian dengan Metode Transformasi Pertubasi Homotopi 

a. Aplikasikan transformasi laplace 

Lakukan transformasi laplace pada kedua ruas persamaan (4.3), sehingga didapatkan 

𝐿[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)] =
1

𝑠
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) +

1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)(1 + 𝑟𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡))]  

b. Substitusikan kondisi awalnya 
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𝐿[𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)] =
1

𝑠
exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) +

1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)(1 + 𝑟𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡))]  

c. Lakukan invers laplace 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)  = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) + 𝐿−1 (

1

𝑠
 𝐿 [

𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑟𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡)])  

d. Aplikasikan metode pertubasi homotopi 

∑ 𝑝𝑛∞
𝑛=0 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) + 𝑝 (𝐿−1 [

1

𝑠
𝐿[∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞

𝑛=0 +  ∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛
′ (𝑢)∞

𝑛=0 −

∑ 𝑝𝑛∞
𝑛=0 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡) − ∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛

′′(𝑢)∞
𝑛=0 ]])   

Dimana 𝐻𝑛(𝑢), 𝐻𝑛
′ (𝑢) dan 𝐻𝑛

′′(𝑢) adalah He’s polynomial yang menggambarkan bentuk non 

linier. 

e. Hitung nilai 𝐻𝑛(𝑢), 𝐻𝑛
′ (𝑢) dan 𝐻𝑛

′′(𝑢) atau yang sering disebut he’s polynomial 

Untuk 𝐻𝑛(𝑢) didapatkan 

∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛(𝑢)∞
𝑛=0 =  

𝜕2

𝜕𝑥2
(∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑛=0 )2  

𝐻0(𝑢) =  
𝜕2𝑢0

2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2    

𝐻1(𝑢) =  2
𝜕2𝑢0(𝑥,𝑦,𝑡)𝑢1(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2     

𝐻2(𝑢) =
𝜕2

𝜕𝑥2 (2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1
2(𝑥, 𝑦, 𝑡))   

𝐻3(𝑢) =
𝜕2

𝜕𝑥2 (2𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡))  

⋮ 

Untuk pencarian 𝐻𝑛
′ (𝑢) didapatkan, 

∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛
′ (𝑢)∞

𝑛=0 =  
𝜕2

𝜕𝑦2
(∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑛=0 )2  

𝐻0
′ (𝑢) =

𝜕2𝑢0
2(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2     

𝐻1
′(𝑢) =  2

𝜕2𝑢0(𝑥,𝑦,𝑡)𝑢1(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2     

𝐻2
′ (𝑢) =

𝜕2

𝜕𝑦2 (2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1
2(𝑥, 𝑦, 𝑡))    

𝐻3
′ (𝑢) =

𝜕2

𝜕𝑦2 (2𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡)) (4.99) 

⋮ 

Untuk pencarian 𝐻𝑛
′′(𝑢) didapatkan, 

∑ 𝑝𝑛𝐻𝑛
′′(𝑢)∞

𝑛=0 =  𝑟(∑ 𝑝𝑛𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞
𝑛=0 )2  

𝐻0
′′(𝑢) = 𝑟𝑢0

2(𝑥, 𝑦, 𝑡)    

𝐻1
′′(𝑢) =  2 𝑟𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)   

𝐻2
′′(𝑢) = 𝑟(2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1

2(𝑥, 𝑦, 𝑡))  

𝐻3
′′(𝑢) = 𝑟(2𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 2𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡))  

⋮ 

f. Bandingkan koefisien pangkat yang sama dari 𝑝 agar didapatkan solusi 

𝑝0: 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))  

𝑝1: 𝑝1𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝1𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻0(𝑢) + 𝐻0

′ (𝑢) − 𝑢0 − 𝐻0
′′(𝑢))] = −𝑡 exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) 

𝑝2: 𝑝2𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝2𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻1(𝑢) + 𝐻1

′(𝑢) − 𝑢1 − 𝐻1
′′(𝑢))] =  

𝑡2

2
exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) 
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𝑝3: 𝑝3𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝3𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻2(𝑢) + 𝐻2

′ (𝑢) − 𝑢2 − 𝐻′2
′ (𝑢))] =  −

𝑡3

6
exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) 

𝑝4: 𝑝4𝑢4(𝑥, 𝑦, 𝑡) =  𝑝4𝐿−1 [
1

𝑠
𝐿(𝐻3(𝑢) + 𝐻3

′ (𝑢) − 𝑢3 − 𝐻′3
′ (𝑢))] =  

𝑡4

24
exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) 

⋮  

Maka solusi deret dari persamaan (4.3) adalah sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑖
∞
𝑖=0 = exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) (1 − 𝑡 +

𝑡2

2!
−

𝑡3

3!
+

𝑡4

4!
− ⋯ )  

maka solusi bentuk tertutupnya adalah 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦) − 𝑡) 

 

B. Penyelesaian dengan Metode Dekomposisi Adomian 

a. Aplikasikan operator invers 𝐷−1 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐷−1 [𝑢𝑥𝑥
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑦𝑦

2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑟𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡)]  

b. Aplikasikan Metode Dekomposisi Adomian 

∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞
𝑘=0 = 𝐷−1 [𝑢𝑥𝑥

2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑦𝑦
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡) − ∑ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)∞

𝑘=0 − 𝑟𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡)]  

dan didapat,  

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)  

𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) = − ∫ 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴𝑘−1 𝑑𝑠

𝑡

0
  

c. Hitung Adomian Polinomial atau 𝐴𝑘 

𝐴𝑘 =  
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝜆𝑘 [(∑ 𝜆𝑘𝑢𝑘
∞
𝑘=0 )

𝑥𝑥

2
+ (∑ 𝜆𝑘𝑢𝑘

∞
𝑘=0 )

𝑦𝑦

2
− 𝑟(∑ 𝜆𝑘𝑢𝑘

∞
𝑘=0 )

2
]

𝜆=0
  

𝐴0 =  [(𝑢0)𝑥𝑥
2 + (𝑢0)𝑦𝑦

2 − 𝑟(𝑢0)2]    

𝐴1 =
𝑑

𝑑𝜆
[(𝑢0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1)𝑥𝑥 + (𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1)𝑦𝑦 − 𝑟(𝑈0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1)]  

𝐴2 =  
1

2!

𝑑2

𝑑𝜆2 [(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2))

𝑥𝑥
+ (𝑢0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 +

(𝜆𝑢1)2))
𝑦𝑦

− 𝑟 (𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2))]   

𝐴3 =  
1

3!

𝑑3

𝑑𝜆3 [(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2) + (2𝜆3𝑢0𝑢3 + 2𝜆3𝑢1𝑢2))

𝑥𝑥
+

(𝑢0
2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 + (2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2) + (2𝜆3𝑢0𝑢3 + 2𝜆3𝑢1𝑢2))

𝑦𝑦
− 𝑟 (𝑢0

2 + 2𝜆𝑢0𝑢1 +

(2𝜆2𝑢0𝑢2 + (𝜆𝑢1)2) + (2𝜆3𝑢0𝑢3 + 2𝜆3𝑢1𝑢2))]  

⋮ 

d. Hitung 𝑢𝑛 agar didapatkan solusi 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))    

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = − ∫ 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴0 𝑑𝑠

𝑡

0
= −𝑡 exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))   

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = − ∫ 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴1 𝑑𝑠

𝑡

0
=

𝑡2

2
 exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))  

𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑡) = − ∫ 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴2 𝑑𝑠

𝑡

0
= −

𝑡3

6
 exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))   

𝑢4(𝑥, 𝑡) = − ∫ 𝑢3(𝑥, 𝑦, 𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
+ ∫ 𝐴3 𝑑𝑠

𝑡

0
=

𝑡4

24
 exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦))   
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⋮ 

Maka solusi deret dari persamaan (4.3) adalah sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑘
∞
𝑘=0 =  exp (

1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦)) (1 − 𝑡 +

𝑡2

2!
−

𝑡3

6
+

𝑡4

24
− ⋯ )  

Maka solusi dengan bentuk tertutup  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp (
1

2
√

𝑟

2
(𝑥 + 𝑦) − 𝑡) 

 

Kesimpulan 

Dengan melihat proses penyelesaian di atas, dapat disimpulkan bahwa metode transformasi 

pertubasi homotopi dan metode dekomposisi adomian berhasil diterapkan dalam menyelesaikan 

persamaan diferensial parsial nonlinier dan memiliki hasil solusi yang sama. Namun, metode 

dekomposisi adomian lebih sederhana dan efisien dibandingkan dengan metode transformasi pertubasi 

homotopi.  
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