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Abstrak

Representasi suatu deret ke dalam bentuk lain merupakan salah satu kajian yang terdapat di
dalam ilmu matematika. Salah satu representasi yang paling umum digunakan adalah representasi deret
ke dalam bentuk integral, yang memungkinkan deret tersebut (khususnya deret tak terhingga) dapat
ditentukan nilai atau jumlahnya. Banyak cara untuk merepresentasikan deret ke dalam bentuk integral,
diantaranya dengan memanfaatkan ekspansi deret Maclaurin, fungsi khusus integral (fungsi gamma dan
beta), serta teorema-teorema yang telah ada sebelumnya. Anthony Sofo [9] dalam kajiannya telah
menemukan bentuk deret S(a, b, j, k,m, t), yang kemudian akan dikaji bagaimana bentuk integral lipat
dua dari deret tersebut di dalam paper ini beserta analisis kekonvergenannya.

Kata kunci: Deret Maclaurin, Integral Lipat Dua, Integral Euler, Identitas Kombinatorial.

Pendahuluan
Masalah utama dalam kajian deret terutama deret tak hingga adalah untuk mencari status

konvergensi dan menentukan nilai atau jumlah dari deret tersebut yang tidak dapat dikalkulasikan
dengan cara biasa. Hal inilah yang menjadi landasan dilakukannya representasi suatu deret. Salah satu
representasi yang digunakan ialah representasi deret ke dalam bentuk integral. Masalah ini sudah dikaji
dengan baik dalam kajian matematika diskrit dan kalkulus. Di dalam paperini, kita akan mengkaji bentuk

integral dari deret

tn(n+TTYll—1)

(an+j+1)k+1(ag:l'j)

S(a, brjr k; m, t) = Z?],OZO

Dan status konvergensinya. Kita menganalisis beberapa hasil yang telah dipublikasikan oleh Anthony

Sofo [9] dan penulis lainnya.

Teori
Definisi 1.1. [1] Fungsi Gamma dikenal juga sebagai integral Euler kedua, didefinisikan oleh integral tak

wajar
r(p)= fooo xP~le *dx.
Integral tersebut konvergen secara mutlak untuk x = 1. Atau dapat juga didefinisikan sebagai fungsi

faktorial I'(p) = (p — D).
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Definisi 1.2. [1] Fungsi Beta dikenal sebagai integral Euler pertama, didefinisikan sebagai

B(p,q) = fol xP~1(1 — x)9 tdx, untuk p >0 dan g > 0.
Hubungan fungsi gamma dan fungsi beta didefinisikan oleh

r(p)r
B(p,q) — @) (q)

I'(p+q)
Definisi 1.3. [3] Deret Maclaurin merupakan deret Taylor dari suatu fungsi di tiitk 0 yang didefinisikan
dengan
fll(o) flll(o)
X2+ X+,
2! 3!
Definisi 1.4. [6] Deret Hipergeometri didefinisikan oleh deret pangkat

f(0) +£(0)(x) +

(a)n(a2)n--(ap)nt™
(b1)n(b2 )n---(bq)nn!

14 . . —
Fq (all aZ; ey ap’ bll bZ’ LLLD] bql t) - Z%O=0

Dimana (a),, = a(a+ 1)(a + 2)(a + 3) ... (a + n — 1) merupakan simbol Pochhammer.

Hasil dan Diskusi

Lemma berikut ini merupakan representasi integral dari yang mana bentuk identitas

1
(k+a)l’
tersebut akan membantu kita untuk menemukan representasi integral dari suatu deret tertentu.
Lemma 1.5. [9[ Misalkan k+a =0, k,a € Rdanj = 0, maka

1
1

— =<4 - 1!
j
(k+a) 1 ,untuk j = 0

f yiTle=y(k+a)dy untukj > 1
0

Bukti. Untuk j = 1, dengan menggunakan integral parsial kita peroleh

1
g-n!

©  i_q _ 1 © j—-1 _ i—
fo yl-le=y(k+a)gy — — [fo ﬁe y(k+a)yi=2y]

_ U-DG=2)G=3)..)D) [ —y(k+a) . 7
YU b Ulatsoifs 'Uo‘e' ,,i'dy]_,(k+a)f',

Untuk j = 0, maka didapat

1
m—l.l

Teorema selanjutnya akan membahas mengenai representasi deret S(a,j, k,m,t), yang mana deret
tersebut menjadi landasan untuk merepresentasikan deret S(a, b, j, k,m,t) yang telah didefinisikan
sebelumnya.

Teorema 1.6. [9] Misalkan @ merupakan bilangan bulat positif sebarang, |[t| < 1,j =0,k = 0, danm >

1, maka

tn(n+rg—1)

S(a,j,k,m,t) = Y-

0 (an+j+1)k+1(anj+j)
1 0 1 (1-x)Jyk-le=y(U+1)
(k—l)!fO Iy (1-tx®e—ayym dxdy, untuk k =1 "

1 (1-x)) _
J5 ey X , untukk =0
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Bukti. Untuk k > 1,

- tn(n+11;1 1) ) ¢ (n+rrr11 1)

Z |(an)|
=0 . an+j =0 (an+j+1)k(an+j+1)!"
k an+j J
(an+j+1) +1( j )

Berdasarkan definisi fungsi gamma dan beta, selanjutnya kita peroleh

tn(“+;’:‘1)r(j+1)r(an+1) tn(n”" 1) t (“”" 1)

B(an+1]+1) Zn Om

I fxa”(l x)/ dx

(an+j+1)kr(an+j+2) n=0 (gn+j+1)k

(k 1)1271 otn(n+m+1) f°° k=1p- y(an+j+1)dy fo x‘m(l —x)jdx

Dengan menggunakan Lemma 1.5 dan asumsi dapat mengubah urutan penjumlahan dengan integral,

maka
I 1 j -1,-y(j [°) —
oo Jo (=0 ykteYUD[ER (V) (te ™ ex ) |dx - (2)
Selanjutnya perhatikan bentuk deret Z;‘{’=0(n+;’:_1)(te‘y“x“)”, dengan menggunakan fungsi

pembangkit deret tersebut memiliki bentuk tertutup (1 —te >%x%)™™ . Dari persamaan (2) dapat

dituliskan menjadi

ﬁjm jl(l — x)) yk-le=y(+D) !i (n "t 1) (te-yaxa)n] dx
Yo 0 =0

__1 0 1 (1-x)/yk=le=y(+D
_(k—1)!f0 fo (1-te—Yaxaym dxdy. (3)
Untuk k = 0,
n(n+m 1) (n+T:_1)I"(j+1)F(an+1)

5(a,j,0,m,t) = Ynso = Xn=o

(an+j+1) (an+}) (an+j+2)

= Zn=ot” (n < rrrll N ) fyxn(1 = xYde=f1(1-DIT7, (n e 1)

n
1 -7 Y
- fo (1-txa®)m dx
n(n+m—1)
Selanjutnya akan ditentukan interval dimana deret S(a, j, k,m, t) = Yoo 1 antj, konvergen
(an+j+1)k+1< . )
j
tn(n+m_1) tn(n+m—1) tn(n+m—1)
menuju suatu nilai. Perhatikan bahwa L — < n <= L Dengan
J (an+j+1)k+1(anj+]) (an+1)(a0n) (an+1) 8
menggunakan uji rasio mutlak kita peroleh
n+m
lim |un+1 - lim t”+1(n+1) (an+1) _t(an+1)(n+m) — it <1
n-oo | Un n-oo | (an+a+1) tn(n+m 1 n—)oo (an+a+1)(n+1) ’
n(n+m 1 n(n+m—1)
Sehingga deret ),o_,——=2—=akan konvergen untuk |t| < 1, mengakibatkan n -
g8 Yin=0 (an+1) g |t g Dine 0(an+j+1)k+1(anj+])

juga akan konvergen untuk [t| < 1.

Dengan terbuktinya Teorema 1.6, sehingga melahirkan akibat sebagai berikut
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Akibat 1.7. [9] Misalkan kondisi pada Teorema 1.6 terpenuhi, maka

n+m-—1
tn( ) 1(1- x)jxa 1ykg=y(a+j+1)

n amt
=0 (an+j+1)k+1(a"_+1) f Iy (1-txGe—ayym+1 dxdy, fork = 0 (4)
j

Bukti. Berdasarkan Teorema 1.6

S t (n+rg 1) _ye t (nH: 1) j!(an)!
"= ant ey () T S0 Gant ) an )
- ”(n+777:_1)1"(j+1)an1"(an) - nt"(nﬂg_l)folx‘m_l(l—x)fdx
= _ =a -
Zn=o (an+j+1)kt1(an+j)! Ln=o (an+j+1)k+1

__amt 1 (1-x)x@1yke-y(a+j+1)
- f f (1-txae—ayym+1 dXdy u

Teorema 1.8. [9] Misalkan a dan b bilangan bulat positif sebarang dimanaa—b >0, j =20,k >0,t €

b a—b
R danm > 1. Untuk |M| < 1, maka:
t”(n+m_1)
S(a,b,j, k,m,t) =X n :
( ] ) =2n o(an+j+1)k+1(az7:1)

1 (1-x)/yk—1e-yG+D)
f f (1 txb(l —x)a= beay)m

(k—=1)! 90 dxdy ,fork >1

fol - dx Jfork =0

(1—txbP(1—x)a-bym

Bukti. Untuk k > 1,

n(n+m—1)
n T
=0 (an+j+1)k+1(“2;:1)

tn(n+m—1

n )B(bn+1,(a—b)n+j+1)

= Z??:o

(an+j+1)k

— ) yk—1o=y(j+1) g n+m-=1 b1 _ a-b ,—ayyn
ez 1).f f(l x) ys e Dar= ( A )(tx‘(vli x}r e~ Ydxdy

(1 x)]yk 1e y(]+1) ‘ c an

= (k—l)lfo fo (=(txb (1)@ be-arym dxdy.
Untukk =0
n(n+m 1) (n+m_1)p(bn+1)1"(an+j—bn+1)
i —yo __*n J__ n
(@,5,].0,m,£) = 2ai= 0(a + +1)(an+1) Zn=0 r(an+j+2)

=Z;‘f=0t"(n+:;l_ )B(bn+1,(a—b)n+j+1)

= Jy (1= B ) (e (1= )% )"dx.

1 (1-x)/
= fo X

(1-txP(1-x)a-bym dx.m

Selanjutnya akan ditentukan interval dimana deret S(a,b,j, k, m,t) konvergen menuju suatu nilai.

tn(n+m 1) tn(n+m 1)

Perhatikan bahwa (an+j+1)k+1(a”+1) (an+1)( ) Dengan menggunakan uji rasio mutlak, kita dapat
Un+1]| _ s tﬂ“(?::?) (an+1)( )

Jim === = lim P L Y ey
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= lim t(n+m)!(bn+b)!(an+a—bn—-b)!(an+1)(an)n!(m—1)! |
= noe | @ntar DD (D @nta) bri(an-bn) i em—1!
= ; (an+1)!(bn+b)!(an+a—bn—-b)!| _ M
B |t|1111—1>l:>10 (an+a+1)!(bn)!(an—bn)! | = It a 1.

(n+m 1)

Sehingga deret Y.,_ 0, 1)(an) akan konvergen ketika |t] <| mengakibatkan deret
+

bb(a— b)(a b)l

tn(n+rTrLl—1)

=0 . an+
k+1 J
(an+j+1) ( bn )

juga akan konvergen untuk |t]| < |W|

Contoh 1.9. Untuk kasusa = 2,b = 1,j = 0,k = 0,m = 5, kita peroleh bentuk deret

tn(n;‘l) dx

$(2,1,00,5,1) = Y% _
( ) =2 0(2n+1)(2:) Jo (1-tx(1-x))®

1

m m(m+1) 2
m: 1+E(tX(1—X))+T(tX(1—X)) +...

Dengan mengintegrasikan kedua ruas didapat

1 dx 1 m (1 m(m+1) (1 2
fO m = fO dx +;f0 (tX(]. —x))dx +Tf0 (tX(l — X)) dx+...

Jika pengintegralan di ruas kanan diselesaikan maka

fol dx _ 1+—t+m(m+1) +m(m+1)(m+2) 3 + 4
(1-tx(1-x))™ 840

Lebih lanjut, dengan manipulasi aljabar akan didapat

0 (1-tx(-)™ T e OC+D16 - DC+DC+2) 64

fl dx mt  m@m+1) t?  m@m+1)(m+2) t3

1m t +1(1-31—1)3m(m+1) 2 1(1+1)(1+2)m(m+1)(m+2) 3
QTR @ e @

= Y=o (1()’;(171)"( V= FE(1,m; ) (Berdasarkan Definisi 2.4)

1"(n+5 1) . |

— fl—
"= anen)(PT) 70 -Ix1-x)s

_ 2 §i~
Yo = F2(1L5; 3; 2) ~ 1.2440.

Karena deretS(Z,l,0,0,S,i) mempunyai representasi dalam bentuk integral, maka jumlah dari deret

tersebut juga dapat diinterpretasikan sebagai luas di bawah kurva y = mdengan batasx =0
—ZX —-X

dx

dan x = 1. Adapun interpretasi dari S (2 1,0,0,5, ) folﬁ

dalam grafik adalah

14t —
12b T
u}__.-"
0.8
0.6 F
0.4
o.2f

Gambar 1.1 Interpretasi deret 5(2,1,0,0,5, %) dalam bidang-xy
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Kesimpulan

Simpulan dari kajian paper ini adalah sebagai berikut:

1.

Kajian disini hanya dikhususkan untuk deret yang didefinisikan sebagai berikut:

tn(n+1rrl1—1)

(an+j+1)k+1(

S(a; b;j: kl ml t) = Z‘?lo:o

an+j
bn )
Deret tersebut memiliki bentuk representasi integral

t”(n+m_1)

© n
n=0 . an+j
k+1
(an+j+1) ( bn )

1 foo fl (1-x) yk-1e=y(+1)
(k—=1)!70 JO (1-txP(1-x)a-be-ayym

1 (1—x)j _ .
fo (1_txb(1_x)a—b)m dx ,untukk = 0

dxdy ,untukk =1

Analisis kekonvergenan bentuk deret S(a,b,j, k,m,t) akan konvergen pada selang |t| <
a

|a—_| Selanjutnya berdasarkan dari hasil studi kasus, jika disubstitusikan nilaia = 2,b =

bP(a-b)(a-b)

1,j=0,k=0,m=5,dant = %, yakni diperoleh deret

()

n

1\ _ voo
5(21,0,05,2) = B ans (@)

22

1
Karena |t]| = |Z| < Ta-n@D

1
= |4|, maka 5(2,1,0,0,5,2) merupakan deret yang konvergen dan

L ()

dapat ditentukan jumlahnya yaitu Y.>_
p J yay Zn_o (2n+1)(2:)

S E— TR
= fO (1—%36(1—96))5 - Fl (11 51 2’ 16) ~ 12440
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