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Abstrak

Artikel ini membahas tentang pelabelan Fibonacci prima ke-k pada sebuah graf sederhana G dengan
himpunan simpul V(G) dan himpunan sisi E(G). Suatu graf G adalah graf Fibonacci prima ke-k jika terdapat
pemetaan injektif f: V(G) = {Fy, Fx41, .-, Fran—1} Yang memetakan himpunan simpul V(G) ke himpunan
bagian bilangan Fibonacci {Fy, Fxy1, .., Fxen_1}- Fx merupakan bilangan Fibonacci yang berada pada
urutan ke-k dimana k < ndan k,n € N. Untuk setiap sisiuv € E(G) dengan u,v € V(G) berlaku f*(uv) =
gcd(f(u), f(v)) = 1dengan f*: E(G) — N. Graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf H dengan
orde lebih besar atau sama dengan tiga dan graf ulat H,, dengan orde lebih besar atau sama dengan dua.
Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi pelabelan Fibonacci prima ke-k pada graf H dan graf ulat
H,, serta membuktikan bahwa graf tersebut adalah graf Fibonacci prima ke-k.

Kata kunci: bilangan Fibonacci, faktor persekutuan terbesar, graf prima Fibonacci ke-k

Abstract

The content of this article is kth Fibonacci prime labeling on a simple graph G with vertex set V' (G) and
edge set E(G). A graph G is a kth Fibonacci prime graph if there exists an injective mapping f: V(G) -
{Fix, Fis1, - »Fran—1} that maps the set of vertices V(G) to th subset of Fibonacci numbers
{Fi,Fxs1) - » Fryn—1}. Fy is the Fibonacci number of the k' order where k < n and k,n € N. For every
edge uv € E(G) with u,v € V(G) holds f*(uv) = gcd(f(w),f(v)) = 1 with f*: E(G) - N. The
graphs used in this study are H graph with order greater than or equal to three and H,, caterpillar graph
with order greater than or equal to two.This study aims to contruct the k™ Fibonacci prime labeling on H
graph and H,, caterpillar graph and prove that the graphs are the k'™ Fibonacci prime graph.

Keywords: Fibonacci number, greatest common divisor, k' Fibonacci prime graph

Pendahuluan

Teori graf merupakan cabang kajian dari matematika diskrit yang secara spesifik mempelajari tentang
graf. Menurut Munir [1], sebuah graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan simpul dan sisi, yang
ditulis dengan notasi G = (V, E). Terdapat beberapa topik khusus dalam teori graf, salah satunya adalah
pelabelan graf. Sejarah pelabelan graf berasal dari metode yang diperkenalkan oleh A. Rosa pada tahun
1967 atau Graham dan Sloane pada tahun 1980. Rosa menyebut fungsi f sebagai label 8 dari graf G
dengan q sisi, dimana f adalah injeksi simpul G ke dalam himpunan {0,1, ..., q}, jadi misalkan semua sisi
xy diberilabel |f(x) — f(y)| maka label-label sisi yang dihasilkan berbeda [2]. Pelabelan graf merupakan
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suatu pemetaan yang menghubungkan elemen-elemen graf ke suatu bilanganClick or tap here to enter
text.. Jika labelnya diberikan pada simpul saja, maka pelabelannya disebut pelabelan simpul. Jika labelnya
diberikan pada sisi saja, maka pelabelannya disebut pelabelan sisi. Jika labelnya diberikan pada simpul
dan sisi maka pelabelannya disebut pelabelan total [3]. Salah satu jenis pelabelan graf adalah pelabelan
prima. Konsep pelabelan prima pada graf dimulai oleh Roger Entringer dan diperkenalkan oleh Tout dkk
[2]. Sebuah graf dengan himpunan simpul V dikatakan memiliki label prima jika simpul-simpulnya dilabeli
dengan 1,2,...,|V| yang berbeda dan untuk setiap sisi xy, label yang diberikan kepada x dan y adalah
bilangan relatif prima. Pelabelan prima telah banyak diteliti pada berbagai jenis graf salah satunya dikaji
oleh Ashokkumar dan Margathavalli yang membahas tentang pelabelan prima dari beberapa kelas graf
tertentu seperti graf bunga Fl,, splitting graph of star K; ,,, graf bistar B, ,, graf persahabatan F,, dan
graf SF(n, 1)[4]. Penelitian lain tentang pelabelan prima telah dilakukan oleh Putra dkk pada graf simpul
semi total dari graf sikat dan telah membuktikan bahwa graf-graf tersebut adalah graf prima [5]. Lebih
lanjut, Fran dkk telah berhasil membuktikan bahwa line and splitting graph of brush graph adalah graf
prima [6].

Pada tahun 2011 Vaidya dan Prajapati [7] memperkenalkan konsep pelabelan k-prima. Dalam
pelabelan ini, sebuah graf dengan himpunan simpul V dikatakan memiliki label prima jika simpul-
simpulnya dilabeli dengan k,k+1,...,k + |V| —1 yang berbeda dengan k adalah bilangan asli dan
untuk setiap sisi xy, label yang diberikan kepada simpul x dan y adalah bilangan relatif prima. Pada
penelitiannya telah dibuktikan bahwa setiap graf lintasan B,,, m = 1 adalah graf k-prima untuk k € N.
Pada [8] dan [9], Arockiamary dan Vijayalakshmi membuktikan bahwa graf cycle C,,, graf kecebong T}, ,,,
graf persahabatan F,, barycentric subdivision of cycle graphs C,,(Cy,), Y-tree B3 , X-tree P, dan gabungan
satu titik dari graf lintasan P{* adalah graf k-prima.

Pelabelan Fibonacci prima adalah sebuah konsep yang menggabungkan pelabelan prima dengan
barisan bilangan Fibonacci. Barisan Fibonacci adalah barisan yang setiap angkanya merupakan
penjumlahan dari dua angka sebelumnya. Barisan Fibonacci terdiri dari 1,1,2,3,5,8, ..., dst. Bilangan yang
merupakan bagian dari barisan Fibonacci disebut bilangan Fibonacci, umumnya dilambangkan dengan E,
[10]. Konsep pelabelan Fibonacci prima pertama kali diperkenalkan oleh Sekar dan Chandrakala [11]. Pada
pelabelan ini mengikuti aturan bahwa setiap simpul pada graf dilabeli dengan sebuah bilangan Fibonacci,
label tersebut haruslah unik di antara simpul-simpul yang terhubung dengan pembagi persekutuan
terbesar sama dengan 1. Faktor persekutuan terbesar atau dalam penelitian ini disebutkan sebagai gcd
(greatest common divisor) adalah bilangan bulat terbesar yang dapat membagi dua bilangan atau lebih.
Faktor persekutuan terbesar dapat dicari menggunakan algoritma pembagian. Algoritma pembagian
adalah langkah sistematis yang dilakukan pada proses pembagian sehingga diperoleh hasil pembagian dan
sisa pembagian. Secara matematis, algoritma pembagian berbunyi jika a, b adalah dua bilangan bulat dan
a > 0 maka ada bilangan bulat g dan r yang masing-masing tunggal sehingga b = gqa + r dengan 0 <
r < a [12]. Lebih lanjut, penelitian tentang pelabelan Fibonacci prima telah dilakukan oleh Chandrakala
dan Sekar [13]. Dalam penelitiannya, berhasil membuktikan bahwa beberapa jenis graf terhubung cycle
merupakan graf Fibonacci prima. Sebuah penemuan baru oleh Periasamy dan Venugopal [14] yang
memperkenalkan konsep pelabelan Fibonacci prima ke-k. Dalam pelabelan ini, setiap simpul dalam graf
diberi label bilangan Fibonacci Fy, F11, ---, Fren—1 Yang berbeda. Fungsi pelabelan ini harus memenuhi
persyaratan bahwa untuk setiap sisi uv dalam graf, gcd(f(u),f(v)) = 1, yang berarti bahwa label simpul
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u dan v harus relatif prima. Pada [15], Periasamy dan Venugopal membuktikan bahwa graf dari gabungan
siklus C,, dan C,,, dengan lintasan Ps dan gabungan siklus C,, dan C,, dengan segitiga Ty adalah merupakan
graf Fibonacci prima ke-k. Pelabelan Fibonacci prima ke-k pada lintasan, siklus, Pn®K1, triangular snake
graph, quadrilateral snake graph dan graf kecebong telah dibahas oleh Periasamy dkk [16]. Berdasarkan
hasil penelitian tersebut, ditunjukkan bahwa penelitian tentang pelabelan Fibonacci prima ke-k masih
tergolong baru dan belum banyak diteliti sehingga menarik untuk dianalisis. Oleh karena itu, artikel ini
membahas pelabelan Fibonacci prima ke-k pada graf H dan graf ulat H,,.

Metode

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah studi kepustakaan yaitu dengan
mengumpulkan dan mempelajari literatur-literatur seperti buku, jurnal dan artikel yang berkaitan dengan
penelitian ini. Langkah-langkah yang dilakukan adalah mencari dan mempelajari graf yang dapat
dilabelkan dengan pelabelan Fibonacci prima ke-k. Kemudian menetapkan graf H dan graf ulat H,, sebagai
graf khusus yang digunakan pada penelitian ini. Selanjutnya, melabelkan setiap simpul pada graf H dan
graf ulat H,, dengan bilangan Fibonacci yang dimulai dari bilangan Fibonacci ke-k atau dilambangkan
sebagai Fj dengan memenuhi kondisi f*(uv) = gcd(f(u),f(v)) = 1. Kemudian hasil pelabelan
tersebut membentuk sebuah formula. Formula tersebut dibuktikan dengan konsep matematika. Jika
terbukti maka penelitian selesai. Untuk membuktikan formula tersebut digunakan lema dan teorema
sebagai berikut.
Lema 1. [10] Untukm,n = 1denganm,n €N, Fp,,,, = F,Fpi1 + Fin_1Fn.
Lema 2. [10] Untukn > 1,n €N, gcd(F,, F,41) = 1.
Lema 3. [10] Diberikanm,n = 1 denganm > ndanm,n € N. Misalkanm = gqn + r, dengan q = 0 dan
0 <r <n, maka gcd(F,,, F,,) = gcd(F,, F,).
Teorema 1. [10] Diberikan m,n = 0, m,n € Z, maka gcd(Fp, i) = Fycamn)-

Hasil dan Diskusi

Pada bagian ini dibahas tentang konstruksi pola pelabelan Fibonacci prima ke-k pada graf H dan
graf ulat H,. Sebelum memasuki pembahasan, terlebih dahulu diberikan definisi-definisi yang berguna
untuk penelitian ini.
Definisi 1. [17] Graf H adalah graf yang dibentuk dari dua buah lintasan uq,u,, us,...,u, dan

V1, V3, V3, ..., Uy yang dihubungkan dengan sisi un+1vn+1 jika n ganjil dan sisi un+2vn jika n genap.
2 2 2 2

Definisi 2. [2] Graf ulat merupakan pohon yang jika semua simpul berderajat satu (simpul ujung)
dihilangkan maka akan membentuk lintasan.

Graf ulat mempunyai berbagai bentuk salah satunya adalah graf ulat bentuk H atau disebut
dengan graf ulat H,[18], [19]. Sehingga graf yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf ulat H,.
Berikut diberikan contoh gambar graf H dan gambar graf ulat H,,.
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Gambar 1. (a) Graf H untuk n = 5, (b ) Graf H untuk n = 4, dan (c) Graf ulat H,,

Definisi 3. [16] Pelabelan Fibonacci prima ke-k dari graf G = (V,E) dengan |V (G)| = n adalah fungsi

injektif f:V(G) = {Fx, Fxs+1, --» Fxan—1}, dimana F, merupakan bilangan Fibonacci ke-k yang

menginduksi fungsi f*: E(G) - N sedemikian sehingga f*(uv) = gcd{f(u), f(v)} = 1,Vuv € E(G).

Graf yang memenuhi pelabelan Fibonacci prima ke-k disebut graf Fibonacci prima ke-k.

Teorema 2. Graf H dengan n = 3,n € N merupakan graf Fibonacci prima ke-k

Bukti. Diberikan uq, u,, ..., u, dan vy, v,, ..., v, adalah simpul-simpul pada graf H.

Didefinisikan f: V(H) = {Fx, Fx4+1, -» Fx42n—1} Sebagai berikut.

a. f(uy) = Fiyzi_z,dengan1<i<n
b. f(v;) = Fgxypi_1,dengan1 <i<n

Akan dibuktikan bahwa graf H adalah graf Fibonacci prima ke-k dengan memenuhi Definisi 3.

1. Akan ditunjukkan bahwa fungsi f injektif. Diketahui V(H) = {uq, uy, ..., un} U {1, Uy, ..., Uy}
sehingga |V(H)| = 2n. Lebih lanjut, f(V(H)) ={fw)ll1<i<n}u{f(v)l1 <i<n}
sedemikian sehingga |f (V(H))| = 2n. Berdasarkan (a) dan (b) diperoleh bahwa label yang berbeda
pada setiap simpul dan f(V(H)) S {Fy, Fi+1, -, Fx+2n—1} maka fungsi f injektif.

2. Akan ditunjukkan,
fritieq) = ged(f (ue), f (uir1)) = 1,
fr* W) = ged(f (W), f (Wis1)) = 1,
£ wivy) = ged(f (uy), £ (v;)) = 1 untuk n ganjil,
f*isave) = ged(f (wiar), f()) = 1 untuk n genap.

a. Untuk sisi u;u;41
Akan ditunjukkan bahwa £~ (ugtti1) = ged(f (u;), f (ir1)) = 8ed(Fiesai—z, Frazi) = 1
Diketahui k + 2i > k + 2i — 2 berdasarkan algoritma pembagian maka,
k+2i=(k+2i—2).1+2.
Menggunakan Lema 1 maka dapat dituliskan sebagai berikut,
ged(Fies2i—2 Fier2i) = 8¢d(Fis2i-2, F (jex2i-2).1+2)
= gcd(Fi+2i-2, Fr+2i-2F3 + Fit2i-3F2)
Selanjutnya, dengan menggunakan Lema 3 diperoleh
gcd(Fii2i-2 Fri2i—2F3 + Fii2i-3F2) = gcd(Fiy2i—2, F2)-
Untuk mendapatkan gcd dari Fy,,;_, dan F, maka dicari terlebih dahulu gcd dari indeks kedua
bilangan Fibonacci tersebut yaitu (k 4+ 2i — 2) dan 2. Karena 2 adalah bilangan prima yang tidak
memiliki faktor selain 1 dan dirinya sendiri maka terdapat dua kemungkinan, yaitu
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1) gcd((k +2i — 2), 2) = 2, jika (k + 2i — 2) merupakan bilangan genap
2) gcd((k +2i —2), 2) = 1, jika (k + 2i — 2) merupakan bilangan ganjil dengank = 2,i = 1,
k,i € N.
Akibatnya, berdasarkan Teorema 1 diperoleh gcd(Fiy2i—2, F2) = Fged(k+2i-2,2) = F1 = 1 atau
8cd(Fi42i-2, F2) = Fgcd(k+2i—2,2) = F2 = 1. Dapat disimpulkan gcd(Fiy2i—2, F2) = 1. Jadi,
terbukti bahwa f*(usuir1) = ged(f (), f (Ui41)) = ged(Feriz, Fier2i) = 1.
b. Untuk sisi v;v;,4
Akan ditunjukkan bahwa f*(v;v;;1) = ng(f(vi):f(vi+1)) = gcd(Fi12i-1 Fit2i+1) = 1.
Diketahui k +2i+ 1>k + 2i —1 berdasarkan algoritma pembagian maka, k+2i+1 =
(k + 2i — 1).1 + 2.Menggunakan Lema 1 dapat dituliskan
ged (Fiszi-1, Feszie1) = 8cd(Frazim1, Frszi-1).142)
= gcd(Fi42i-1) Frr2i-1F3 + Frv2i-2F2)
Selanjutnya, menggunakan Lema 3 diperoleh gcd(Frizi—1, Frazi—1F3 + Frizi_2F>) =
gcd(Fy42i—1, F>). Untuk mendapatkan gcd dari Fy,,;_; dan F, maka dicari terlebih dahulu gcd
dari (k + 2i — 1) dan 2. Karena 2 adalah bilangan prima yang tidak memiliki faktor selain 1 dan
dirinya sendiri maka terdapat dua kemungkinan, untuk k, i € N yaitu
1) gcd((k +2i—1), 2) = 2, jika (k + 2i — 1) merupakan bilangan genap,
2) gcd((k +2i—1), 2) =1, jika (k + 2i — 1) merupakan bilangan ganjil dengan k > 2,i > 1.
Akibatnya, berdasarkan Teorema 1 diperoleh gcd(Fiy2i-1, F2) = Fged(k+2i-1,2) = F1 = 1 atau
gcd(Fi42i-1, F2) = Fged(k+2i-1,2) = Fo = 1. Dapat disimpulkan gcd(Fi42i-1,F2) = 1. Jadi,
terbukti bahwa f*(v;v;11) = ged(f(v:), f (Vi41)) = 8cd(Fis2i-1, Fiesien) = 1.
¢.  Untuk sisi u;v; jika n ganjil
Akan ditunjukkan bahwa f*(u;v;) = gcd(f(ul-),f(vi)) = gcd(Fyy2i—2, Fry2i-1) = 1.
Misalkan P (i, k): gcd(Fii2i—2, Fx+2i—1) = 1. Menggunakan induksi matematika, akan dibuktikan
bahwa P (i, k) benar.
i) Basis induksi: Misalkan ditetapkan untuk setiap k € N maka P(i, k) berlaku. Akan dibuktikan
dengan induksi untuk i = 1 maka P (1, k) benar sehingga diperoleh,
P(1,k): ged(Fit2i-2, Fit2i-1) =gcd(Fi, Fiqq) =1
Karena Fj dan Fj,, adalah bilangan Fibonacci berurut, berdasarkan Lema 2 maka P(1,k)
benar.
ii) Langkah induksi: Diasumsikan i = a benar untuk a =1,2,3,...,i dengan a,i € N maka
P(a, k): gcd(Fi20-2) Frevza-1) =1
Akan ditunjukkan kebenaran implikasi jika P(a, k) benar maka P(a + 1,k) juga benar
sedemikian sehingga,
P(a+1,k): ng(Fk+2(a+1)—2:Fk+2(a+1)—1) =gcd(Fi+2a Fr+2a+1)
= gcd(Fi+2a) Fre+2a + Frt2a-1)
= gcd(Fk+2a) Fr+2a-1)
= gcd(Fi+2a-2 + Fr+2a-1 Fr2a-1)
= gcd(F+2a-2, Fr+2a-1)
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Berdasarkan asumsi maka, gcd(Fk+2(a+1)_2,Fk+2(a+1)_1) = gcd(Fry2a—2, Fxi2a-1) =1
benar. Karena langkah (i) dan (ii) benar maka P(i, k) benar sehingga terbukti bahwa f*(u;v;) =
ged(f(wy), f(v) = ged(Frazi-2, Fiaio1) = 1.
d. Untuk sisi u;1v; jika n genap
Akan ditunjukkan bahwa f*(u;41v;) = ng(f(qu)'f(vi)) = gcd(Fit2i, Frazi-1) =1
Misalkan P (i, k): gcd(Fyy2i, Fx+2i—1) = 1. Menggunakan induksi matematika akan dibuktikan
bahwa P (i, k) benar.
i) Basis induksi: Misalkan ditetapkan untuk setiap k € N maka P(i, k) berlaku. Akan dibuktikan
dengan induksi untuk i = 1 maka P (1, k) benar sehingga diperoleh,
P(1,k): ged(Fiy2, Fir1) =1
Karena Fj,, dan Fj,, adalah bilangan Fibonacci berurut, berdasarkan Lema 2 maka P (1, k)
benar.
ii) Langkah induksi: Diasumsikan i = a benar untuk a = 1,2,3, ..., i dengan a, i € N maka,
P(a, k): ged(Fit2q) Friza-1) =1
Akan ditunjukkan kebenaran implikasi jika P(a, k) benar maka P(a + 1,k) juga benar
sedemikian sehingga,
P(a+1,k): ged(Frsz(a+1) Freraarn-1) = 86d(Fys2a+2) Fier2a+1)
= gcd(Fi+2a + Fr+2a+1 Fr2a+1)
= gcd(Fr+2a) Fr+2a+1)
= gcd(Fk+2a) Fr+2a + Fr+2a-1)
= gcd(Fi+2ar Fr+2a-1)
Berdasarkan asumsi maka, gcd(Fk+2(a+1), Fk+2(a+1)_1) = gcd(Fi42q Fk42a—1) =1 benar.
Karena langkah (i) dan (ii) benar maka P(i, k) benar sehingga terbukti bahwa f*(u;41v;) =
ged(f (i), fF(v)) = ged(Fieszis Fieaio1) = 1.
Diperoleh bahwa graf H memenuhi Definisi 3 sehingga terbukti bahwa graf H merupakan graf
Fibonacci prima ke-km.
Berikut contoh pelabelan Fibonacci prima ke-7 pada graf H dengan n = 4 dan pelabelan Fibonacci
prima ke-5 pada graf H dengann = 5

W Fs=5 o, TF=8
u10F7:13 Ul

Fg =21
29 F=13 v, TF=21

u; T Fy = 34 Fio =55

u Vs ¢ F,=55
*TF, = 34 10

Fi, = 144
u _ 12
3 F11 = 89 173 u4 [ ] F11 — 89 U4 [ ] FlZ = 144

u4' Fi3=233 v, ® F,,=377 Us @ Fi3=233 vse Fiu =377
(a) (b)
Gambar 3. (a) Graf Fibonacci prima ke-7, (b) Graf Fibonacci prima ke-5
Teorema 3. Graf ulat H,, dengan n = 3,n € N merupakan graf Fibonacci prima ke-k.
Bukti. Diberikan himpunan simpul dan sisi dari graf H,, sebagai berikut.

V(Hn) = {xlr X2,V1,V2, e, Vpn—1,Vn, Y1, }’2} dan
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E(Hy) = {x1V1, X3V1, V1V3, VV3, o, Vn_1Vp, V1Vp, V2Vp }, dengann € N
Didefinisikan f: V(Hy,) = {Fx, Fx+1, -, Fxan+3} S€bagai berikut.

f(xq) = Fy

b. f(xz) = Fiy1

c. f(v) =Fgsis1,dengani<1<n
d. f1) = Frinsa

f(y2) = Fiyny3, dengann = 2

o

@

Akan dibuktikan bahwa graf ulat H,, merupakan graf Fibonacci prima ke-k dengan memenuhi Definisi 3.

1.

Akan ditunjukkan bahwa f:V(H,) = {Fk, Fx+1, -, Fxens+3} merupakan fungsi injektif. Diketahui
V(Hy,) = {x1,%2,¥1,¥23 U {v1, vy, ..., v} sehingga |[V(H,)| =n+4. Lebih lanjut, f(V(H,)) =
{F ), f2), f), fr)} U{f(v)I 1< i<} sedemikian sehingga |f(V(H,))|=n+4.
Berdasarkan (a), (b), (c), (d) dan (e), diperoleh label yang berbeda pada setiap simpul dalam graf ulat
H,, dan f(V(Hn)) C {Fy, Fx41) --» Frans3} maka fungsi f injektif.
Akan ditunjukkan,
fr(xgv1) = ng(f(xl):f(Vl)) =1,
fr(xavy) = ng(f(xZ):f(vl)) =1,
fr@isqv) = ged(f(wi—1), f(v)) =1, untuk 2 < i < n
fr*ivn) = ged(f (o), f(vn)) = 1,
f*(yzvn) = ng(f(yZ)vf(vn)) =1
a. Untuk sisi xq 14
Akan ditunjukkan bahwa f*(x;v1) = ged(f (x1), f(v1)) = ged (F, Fier2) = 1.
Diketahui k + 2 > k berdasarkan algoritma pembagian maka k + 2 = k - 1 + 2. Berdasarkan
Lema 2 dapat dituliskan gcd(Fy, Fiy2) = gcd(Fy, Fi.142) = gcd(Fy, FiF3 + F_1F,)
Selanjutnya, menurut Lema 3 diperoleh gcd(Fy, FiF3 + Fr_1F,) = gcd(Fy, F_1F2) =
gcd(Fy, F»). Untuk menemukan gcd dari Fj, dan F, maka dicari terlebih dahulu gcd dari k dan 2.
Karena 2 adalah bilangan prima yang memiliki faktor 1 dan dirinya sendiri maka,
1) gcd(k,2) =1, jika k adalah bilangan ganjil,
2) gcd(k,2) = 2, jika k adalah bilangan genap dengan k > 2,k € N.
Akibatnya, menurut Teorema 1 diperoleh gcd(Fy, Fi12) = gcd(Fi, F2) = Fgcak2) = F1 = 1atau
ged(Fy, Fiy2) = ged(Fy, F2) = Fgedqr,2) = F2 = 1. Dapat disimpulkan gcd(Fy, Fi42) = 1. Jadi,
terbukti bahwa f*(x;v,) = gcd(f(xl),f(vl)) =gcd(Fy, Fryp) = 1.
b. Untuk sisi x,v;
Akan ditunjukkan bahwa f*(x,v;) = gcd(f(xz),f(vl)) = gcd(Fyy41, Frqz) =1
Misalkan P(k): gcd(Fy41, Fr+2) = 1. Menggunakan induksi matematika, akan dibuktikan bahwa
P (k) benar.
i) Basis induksi: Akan dibuktikan untuk k = 1 maka P(1) benar sehingga diperoleh,
P(1): ged(Fiq1, Freyz) = ged(Fiqq, Fi42) = ged(Fy, F3) = ged(1,2) =1
P(1) benar karena jelas bahwa gcd dari 1 dan 2 adalah 1.
Langkah induksi: Diasumsikan k = a benar untuk a = 1,2,3, ..., dengan k, a € N diperoleh,

P(a): gcd(Fg+41, Fay2) =1
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ii) Akan ditunjukkan kebenaran implikasi jika P(a) benar maka P(a + 1) juga benar sedemikian
sehingga,
P(a+1): ng(F(a+1)+1'F(a+2)+1) = gcd(Fg2, Fas3)
= gcd(Fat2, Fay2 + Fay1)
= gcd(Fa+2, Fa+1)
= gcd(Fgy1, Fay2) =1
Berdasarkan asumsi maka gcd(F(a+1)+1,F(a+2)+1) = gcd(Fg41, Fae2) = 1 benar.
Karena langkah (i) dan (ii) benar maka P(k) benar sehingga terbukti bahwa f*(x,v;) =
ng(f(xz).f(lh)) = gcd(Fr41, Fe2) = 1.
c. Untuksisiv;_qv;,jika2 <i<n
Akan ditunjukkan bahwa f*(v;_1v;) = gcd(f(vi_l),f(vi)) = gcd(Fryis Fryiz1) =1
Misalkan P(i, k): gcd(Fi4i, Frviv1) = 1. Menggunakan induksi matematika akan dibuktikan
bahwa P (i, k) benar.
i) Basis induksi: Misalkan ditetapkan untuk setiap i € N maka P(i, 1) berlaku. Akan dibuktikan
dengan induksi untuk k = 1 maka P(i, 1) benar sehingga diperoleh
P(i,1): ged(Fiqi) Fqiv1) = ged(Fipq, Figp) =1
karena F;,; dan F;,, adalah bilangan Fibonacci berurut, berdasarkan Lema 2 maka P(i, 1)
benar.

ii) Langkah induksi: Diasumsikan k = a benar untuk a = 1,2,3,.., k dengan a,k € N maka,
P(i,a): gcd(Fati Fariv1) =1
Akan ditunjukkan kebenaran implikasi jika P(i,a) benar maka P(i,a + 1) juga benar
sedemikian sehingga,

P(i,a+1): ng(F(a+1)+i'F(a+1)+i+1) = ged(Fati+1 Favivz)
= gcd(Fayiv1, Fativr + Fasi)
= gcd(Fayi+1, Fati)
= ged(Faqi Fativ1)
Berdasarkan asumsi maka, gcd(F(a+1)+i, F(a+1)+i+1) = gcd(Fyyi, Fayiz1) = 1 benar.
Diperoleh langkah (i) dan (ii) benar maka P (i, k) benar sehingga terbukti bahwa
frWizavy) = ged(f(i1), f(v) = ged(Fits, Fieivn) = 1
d. Untuk sisi y, vy,
Akan ditunjukkan bahwa f*(y;v,) = ng(f()ﬁ)»f(Vn)) = gcd(Frsn+2 Frans1) =1
Misalkan P(k,n): f* (v1v,) = ged(f (1), f () = 8ed(Fiesnsz Fiensr) = 1. Menggunakan
induksi matematika, akan dibuktikan bahwa P (k, n) benar.
i) Basis induksi: Misalkan ditetapkan untuk setiap n € Z maka P(k,n) berlaku. Akan dibuktikan
dengan induksi untuk k = 1 maka P(1,n) benar sehingga diperoleh,
P(1,n): ged(Fiin42) Fran+1) = 86d(Fpys, Friz) =1
karena F,, 3 dan F,,, adalah bilangan Fibonacci berurut, berdasarkan Lema 2 maka P(1,n)
benar.

ii) Langkah induksi: Diasumsikan k = a benar untuk a = 1,2,3,.., k, dengan a, k € N maka,
P(a, n):f*()ﬁvn) = ng(f(Yl)vf(vi)) = ng(Fa+n+2'Fa+n+1) =1
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Akan ditunjukkan kebenaran implikasi jika P(a,n) benar maka P(a + 1,n) juga benar
sedemikian sehingga,
P(a+1,n): ng(F(a+1)+n+2'F(a+1)+n+1) = gcd(Fayn+3 Farnt2)
= gcd(Fayns1 + Farnsz Fasnt2)
= gcd(Fasn+1, Fasnt2)
= gcd(Fa4n+2) Fatn+1)
Berdasarkan asumsi maka, gcd(F(a+1)+n+2,F(a+1)+n+1) =gcd(Faynt1, Fasnsz) = 1 benar.
Diperoleh langkah (i) dan (ii) benar maka P(k,n) benar sehingga terbukti bahwa f*(y,v,) =
ng(f(Yl)Jf(Ui)) = gcd(Fr4n+2 Fiin+1) = 1.
e. Untuk sisi y, v,
Akan ditunjukkan bahwa f*(y1v,): ng(f(YZ)'f(vn)) = gcd(Fi+n+3) Fre4n+1) = 1.
Diketahuik +n 4+ 3 > k + n + 1. Berdasarkan algoritma pembagian makak +n+3 = (k+n+
1) - 1 + 2. Dari Lema 1 dapat dituliskan

gcd(Fin+3, Fran+1) = ng(F(k+n+1).1+2'Fk+n+1)
= ged(Fxn+1F3 + FieanF2 Frint1)
Selanjutnya, menurut Lema 3 diperoleh
8Cd(Fiyn+1F3 + FiynF2, Frins1) = 8cd(FiynFa, Frins1)
= gcd(Fin+1, F2)

Untuk menemukan gcd dari Fy4,,41 dan F, maka dicari terlebih dahulu gcd dari (k + n+ 1) dan 2.
Karena (k + n 4+ 1) merupakan pola bilangan ganjil dan 2 adalah bilangan prima yang memiliki faktor
1 dan dirinya sendiri maka dapat disimpulkan gcd dari (k + n + 1) dan 2 akan bernilai 1 berlaku untuk
semua nilai k dan n dengan k,n > 2,k,n € N. Akibatnya, berdasarkan Teorema 1 maka
gcd(Fisn+1, Frans3) = 86d(Fiyns1, F2) = Fged(kn+1,2) = F1 = 1. Jadi, terbukti bahwa
[ (y1vp): ng(f()’z):f(Vn)) = gcd(Fi4n+3 Fran+1) = 1.
Diperoleh bahwa graf ulat H,, memenuhi Definisi 3 maka terbukti bahwa graf ulat H,, adalah graf
Fibonacci prima ke-km.

Berikut contoh pelabelan Fibonacci prima ke-8 pada graf ulat H, dan pelabelan Fibonacci prima ke-

3 pada graf ulat Hs.

[ ] —
X9 Fg=21 Fiy =377 %Y, 1 ¥, =2 Fio=55 @ y,
v, V3 vy 4 V2 U3 Vy Us
Vi @ L L 9 _ [ 4 4 L L 4 ]
F10:55 F11:89 F12:144 F13_233 F5=5 F6=8 F7:13 F8:21 Fg:34
x20F9=34 F15=610’ }/2 xZ‘F4=3 o) F11 —89 e yz
(a)

Gambar 4. (a) Graf ulat H, adalah graf Fibonacci prima ke-8, (b) Graf ulat Hs adalah graf Fibonacci
prima ke-3
Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa graf H dan graf ulat H,, adalah graf Fibonacci
prima ke-k dengan hasil konstruksi pola pelabelan sebagai berikut.
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a. Pola pelabelan Fibonacci prima ke-k pada graf H yang didefinisikan dengan fungsi f:V(H) -
{Fk; Fk+1' e Fk+2n—1} yaitu,
fu) = Fryaia
f(v;) = Fxszi—1dengan1 < i < n.
b. Pola pelabelan Fibonacci prima ke-k pada graf ulat H,, yang didefinisikan dengan fungsi f:V(H,) —
{Fk; Fk+1' e Fk+n+3} yaitu,
f(x1) = Fy
f(x2) = Fiqq
f(v;) = Fgpig1,dengan 1 <i<n
fO1) = Frinsz
f(v2) = Fxins3, dengann = 2.
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