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Abstrak

Tulisan ini membahas tentang estimasi parameter distribusi eksponensial yang dipangkatkan dan
distribusi campuran eksponensial. Distribusi eksponensial yang dipangkatkan merupakan perluasan dari
distribusi eksponensial standar yang fungsinya diambil dari fungsi distribusi kumulatif yang kemudian
dipangkatkan. Distribusi lainnya adalah distribusi campuran eksponensial, distribusi campuran
eksponensial merupakan kombinasi linier dari dua atau lebih distribusi eksponensial standar yang bobot
dan parameternya berbeda. Estimasi parameter dari distribusi eksponensial yang dipangkatkan dan
distribusi campuran eksponensial secara analitis diturunkan melalui metode maksimum likelihood,
sehingga diperoleh hasil estimasi untuk masing-masing parameter kedua distribusi tersebut. Estimasi
distribusi eksponensial yang dipangkatkan pada data masa hidup pendingin pesawat dilakukan dengan
menggunakan metode Newton Raphson. Dari hasil estimasi tersebut selanjutnya dilakukan analisis
keandalan untuk data masa hidup.

Kata kunci: Distribusi Eksponensial yang Dipangkatkan, Distribusi Campuran Eksponensial, Estimasi
Maksimum Likelihood, Reliabilitas, Metode Newton raphson

Pendahuluan

Perkembangan ilmugpengetabuan. jdan.-teknologiy saaty ini~berlangsung sangat pesat, hal ini
mendorong manusia untuk terus 'berupaya memanfaatkan kerﬁajuan 'teknologi tersebut yang
diantaranya diwujudkan melalui penelitian-penelitian. Penelitian yang dilakukan dapat berupa
penelitian yang bertujuan untuk menemukan dan menyelesaikan masalah-masalah baru,
mengembangkan pengetahuan yang sudah ada maupun penelitian dalam menguji kebenaran suatu
pengetahuan. Dalam bidang matematika, statistika yang sudah berkembang begitu jauh dengan adanya
penemuan berbagai alat analisis untuk berbagai keperluan estimasi, pengujian dan metode peramalan.
Selain itu, statistica juga berperan aktif untuk menangani masalah keandalan terhadap suatu individu
atau komponen[5]. Reliabilitas atau keandalan merupakan analisis statistik yang membahas tentang
daya tahan hidup suatu benda atau individu dalam keadaan operasional tertentu. Penerapan dari
analisis ini banyak dilakukan dibidang kedokteran berkaitan dengan pemodelan ketahanan hidup
penderita penyakit tertentu dan dibidang produksi yang berkaitan dengan pemodelan tentang
ketahanan hidup benda-benda produksi.[6]

Distribusi yang digunakan dalam tulisan ini adalah distribusi eksponensial. Namun, dengan
berjalannya waktu banyak masalah yang tidak bisa diselesaikan dengan distribusi yang sudah ada,
sehingga perluasan dari berbagai distribusi telah banyak dikaji oleh para ahli. Perluasan dari berbagai
distribusi tersebut merupakan alternative lain dalam penyelesaian masalah pada analisis data masa
hidup. Salah satu perluasan dari distribusi tersebut adalah distribusi eksponensial yang disebut dengan
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distribusi eksponensial yang dipangkatkan.[3] Alternatif bentuk distribusi lainnya adalah distribusi
campuran eksponensial. Distribusi campuran eksponensial merupakan kombinasi linear dari dua atau
lebih distribusi eksponensial dengan bobot dan parameter yang berbeda.

Distribusi eksponensial yang dipangkatkan dan distribusi campuran eksponensial dapat digunakan
untuk menganalisis keandalan atau reliabilitas dari data masa hidup suatu benda atau individu yang
penaksir parameternya ditentukan dengan menggunakan metode maksimum likelihood. Selain itu,
dilakukan juga pencarian nilai parameter dari distribusi eksponensial yang dipangkatkan dengan
menggunakan metode Newton Raphson yang kemudian dilakukan analisis keandalan untuk data masa
hidup pendingin pesawat.

Bagian pertama dalam tulisan ini membahas mengenai motivasi dari pembahasan yang akan
dilakukan, selanjutnya teori dasar, hasil dan pembahasan, perhitungan numerik sebagai contoh
perhitungan estimasi.

Konsep Dasar Peluang
1. Fungsi Distribusi Kumulatif

Fungsi distribusi kumulatif atau Cumulative Distribution Function (CDF) adalah fungsi yang
menjumlahkan nilai kemungkinan sampai suatu kejadian tertentu. Atau dituliskan dengan P(X < x;).[5]
Fungsi distribusi kumulatif F(x)dari suatu peubah acak kontinu X dengan fungsi padat peluang
f(x)adalah: [10]

F(x)=PX<x)= ff(x)dxuntuk—oo<x<oo

2. Reliabilitas (Keandalan)

Analisis data uji hidup atau reliabilitas (keandalan) merupakanan alisis statistik yang membahas
tentang daya tahan hidup suatu benda atau individu dalam keadaan operasional tertentu. Penerapan
analisis ini biasanya banyak dilakukan dibidang kedokteran berkaitan dengan pemodelan ketahanan
hidup penderita penyakit tertentu dan dibidang produksi berkaitan dengan pemodelan tentang
ketahanan hidup benda-benda produksi.[7] Reliabilitas dari sebuah sistem dapat diperoleh dengan
menggunakan persamaan berikut: [3]

t
1bRikes L Hiterhl Mg féidiatikea (2.2)
Analisis uji reliabilitas dapat dilakuakan dengan menentukan tingkat kegagalan yang disebut dengan
hazard rate yang merupakan ukuran laju kegagalan pada waktu tertentu. Hazard rate merupakan

probabilitas bersyarat suatu komponen gagal dalam waktu interval terkecil yang didefinisikan dengan:

_f®_ 1 dr@
h(t) = R(t)  R(t) dt
Kumulatif hazard rate dinotasikan dengan H(t). Fungsi ini secara umum digunakan untuk

: (2.2)

menghitung rata-rata tingkat kegagalan. Formulasi untuk mencari rata-rata kumulatif hazard rate
dinyatakan dengan: [3]

H(®) = [ f(w)du = —InR(t), (2.3)

3. Estimasi Maksimum Likelihood

Estimasi maksimum likelihood atau Maximum Likelihood Estimation(MLE) merupakan salah satu
pendekatan yang penting dalam sebuah statistika inferensi. Metode terbaik yang dapat digunakan
dalam menentukan penaksir titik sebuah parameter. Misalkan x4, x5, ..., x,, merupakan sebuah sampel
acak berukuran n, fungsi likelihood dari sampel acak itu adalah :

L(e) = f(Xl' 6) f(XZ; 9)f(X3, 9) f(XnJ 9), (24)
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Fungsi densitas bersama f(xq1,x5,...,%,;6) dari variabel-variabel acak X, X5, ..., X, adalah
distribusi gabungan dari peubah acak. Ini sering disebut sebagai fungsi likelihood. Untuk x4, x5, ..., X5,
fungsi likelihood merupakan fungsi dari & dan akan dinotasikan dengan L(8), yakni L(0) =
f(x1,...,xn; 6).lika Xy, X,, ..., X,, adalah sampel acak dari f(x, 8) maka: [10]

L(O) = [Tt=1 f (%1, 6), (2.5)

4. Distribusi Campuran

Distribusicampuran(mixture distribution)pertama kali dikenalkanoleh Karl Pearson padaawaltahun
1890-an. Distribusi campuran merupakan kombinasi linier dari dua atau lebih fungsi densitas peluang.
Fungsi densitas campuran berhingga dapat ditulis:[8]

f(x,0) =X pifi(x,0); (x€S), (2.6)

5. Metode Newton Raphson

Metode Newton Raphson atau metode Newton adalah salah satu metode pendekatan yang
menggunakan satu titik awal dan mendekatinya dengan memperhatikan slope atau gradien pada titik
tersebut. Berikut persamaan yang digunakan untuk mencari titik pendekatan ke i + 1yang dituliskan

dengan:

Xig1 = X; + % dengan f'(x;) # 0, (2.7)
Metode Newton Raphson ini tidak dapat digunakan ketika titik pendekatannya berada pada titik

ekstrim atau titik puncak, karena pada titik ini nilai f'(x;) = 0 sehingga nilai penyebut dari }%sama

dengan nol. [7]

Hasil dan Diskusi
1. Estimasi Parameter Distribusi Eksponensial yang Dipangkatkan

Distribusi eksponensial yang dipangkatkan merupakan perluasan dari distribusi eksponensial
dengan fungsi distribusi F(x) = 1 — e A%, dengan parameter B > 0. Distribusi eksponensial yang
dipangkatkan pertama kali diperkenalkan oleh Guptu dan Kundu [2]. Distribusi eksponensial yang
dipangkatkan ini diambil dari salah satu fungsi- kumulatif yang digunakan pada pertengahan abad 19
oleh Gomvertz dan Verhulst untuki membandingkamtabe\Kematiamdan inenghasilkan laju pertumbuhan
penduduk. Bentuk distribusi eksponensial yang dipangkatkan adalah sebagai berikut :

G(x) = (1 - e‘ﬁx)a, (3.1)
dimanax > 0,5 > 0, dan a> 0, dengan fungsi padat peluangnya adalah:[4]
g(x) = aBe P¥(1 —e~F)e1, (3.2)

Fungsi Reliabilitas dari distribusi eksponensial yang dipangkatkan diperoleh berdasarkan pada

persamaan (2.1), yaitu:
R(x)=1- [(1 - e-ﬁx)“], (3.3)
Hazard rate atau tingkat kegagalan diperoleh berdasarkan persamaan(2.2), yaitu:
h(x) = LD
1-[(1—e~Bx)a]

untuk menghitung rata-rata tingkat kegagalan atau kumulatif hazard rate berdasarkan persamaan
(2.3), yaitu:

(3.4)

H(x) = —In[1 — (1 — e F*)9], (3.5)
Berdasarkan pada persamaan (2.5) diperoleh persamaan likelihood sebagai berikut:
L(a,B) = amBre PR [[E (1 — e Py, (36)
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Log-likelihoodnya adalah:
(a,B) =nina+ninf — By x + [(a -1D¥L, In(l — e‘ﬁ"i)], (3.7)
diperoleh & dan f sebagai berikut :

A~ n
a=- T | 3.8
S, In[1-eFxi] &)
) n
ﬁ = ~ —Bx:\ (39)
Z?=1xi_(a_1)2?=1j(xie Bxl)

2. Estimasi Parameter Distribusi Campuran Eksponensial
Distribusi campuran eksponensial merupakan kombinasi linier dari dua atau lebih distribusi
eksponensial dengan bobot dan parameter yang berbeda. Distribusi campuran eksponensial terdiri dari
jumlah komponen terbatas dan tidak terbatas. Dalam kajian ini, hanya akan membahas tentang
distribusi campuran eksponensial dengan jumlah komponen terbatas, dimana distribusi campuran
eksponensialnya terbatas pada dua komponen (k = 2), yaitui = 1,2. Oleh karena itu, terdapat dua
proporsi campuran p;dan p,, serta dua parameter skala 8, dan S5.
Fungsi padat peluang distribusi campuran eksponensial sebanyak k komponen adalah:
f(x,0) = ZiL1pifie P, (3.10)
Fungsi  padat peluang untuk distribusi  campuran  eksponensial dengan  dua
komponendiperolehdaripersamaan (3.10) sebagai berikut:
f(x,0) = p,[Bre™F*] + p,|BreF], (3.11)
Fungsi distribusi kumulatif atau Cumulative Distribution Function (CDF) distribusi campuran
eksponensial sebanyak dua komponen komponen adalah:
F(x,0) = p1(1 — e‘ﬁlx) + pz(l — e‘ﬁzx), (3.12)
Fungsi reliabilitas dari distribusi campuran eksponensial dengan dua komponen untuk menganalisis
reliabilitas atau keandalan sampai terjadinya suatu kegagalan adalah:
R(x,0) =1—[p,(1 = e7P¥) + p, (1 — e~ F2¥)] (3.13)
Hazard rate atau tingkat kegagalan dan kumulatif hazard ratenya sebagai berikut:
h(x,0) = p1|B1e P 1¥|+p;|pre P2
B lilka drBrllzePi¥ 4y, (1—e B2k

H(x,0) = —In [1 — [pl(l — e‘le) + pz(l - 9‘32*)]] (3.15)

Estimasi parameter dari distribusi campuran eksponensialdengank komponen, dimana r adalah

(3.14)

satuan yang gagal selama (0, x,.), 1y satuan pertama dari sub-populasi dan r;, satuan kedua dimanar =
11 + 1,. n — r adalah satuan yang tidak dapat diidentifikasi sebagai sub-populasi. Sedangkan untuki =
1,2;j =1, ...,r; dan x;; menunjukkan waktu kegagalan dari satuan yang termasuk dalam sub-populasi
sepanjang i dan x;; < x,. Maka dengan menggunakan metode maksimum Likelihood diperoleh:[1]

(6.2) = HZ piBi e PR Cxr, O]

j=1i=1
— P1r1ﬁ1rlpzr2ﬁzrz (e-Z,Tél ﬁlxlj—E;il ﬁzxzj) [R(xr, 0)]11—7‘ (316)

Log-likelihood distribusi campuran eksponensial dengan dua komponendiperolehdaripersamaan
(3.16), yaitu:
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(6,x) = InL(6,x)

1 T2
= Tllnpl + T'llnﬁl + rzlnpz + rzlnﬁz - ﬁllej - BZ z ij +
=1 j=1
(n —r)In[R(x,, )", (3.17)

Untuk memperolehpy, B,, B; dan f, dilakukan penurunan terhadap masing-masing parameter
dengan menurunkan persamaan (3.17) terhadap masing-masing parameter sama dengan nol, dengan
R(x,0)=1-[p,(1- e‘ﬁlxr) +p,(1— e‘ﬁzxr)]dan= r, diperoleh :

pp=1-2 (3.19)

B = —Zr-lrllxl,- (3.20)
]:

BZ = ﬁ (3.21)
]:

3. Perhitungan Numerik
a. Data Masa Hidup

Data yang digunakanpadadistribusi eksponensial yang berupa data sekunder,
dimanadatanyaberupadata masa hidup pendingin pesawat.[2]

Metode numerik digunakan untuk menyelesaikan suatu persoalan dimana perhitungan
secara analitis tidak dapat digunakan. Metode numerik disajikan dalam bentuk algoritma yang
dapat dihitung secara mudah dan cepat. Mengingat bahwa algoritma yang dikembangkan dalam
metode numerik adalah algoritma pendekatan, maka dalam algoritma tersebut akan muncul
istilah iterasi yaitu pengulangan proses perhitungan. Dengan kata lain perhitungan dalam
metode numerik adalah perhitungan yang dilakukan secara berulang-ulang untuk terus menerus
diperoleh hasil yang semakin mendekati nilai eksak. [7]

Penaksiran parameter distribusi dari fungsi likelihood distribusi eksponensial yang
dipangkatkanpada data masa hidup pendingin pesawat dengan menggunakan algoritma Newton
Raphson, diperoleh hasil = 0.143511dan & = 5.108560.

b. Analisis Reliabilitas Distribusi Eksponensial yang Dipangakatkan untuk Data Masa Hidup

Reliabilitas sécara dmuni befkaitah déngan Ketghahah produk, yang berartibahwa peluang
suatu pendingin pesawat akan melaksanakan fungsinya dalam periode waktu tertentu di bawah
kondisi yang diberikan. Oleh karena itu, pendingin pesawat dikatakan mengalami kegagalan jika
pendingin pesawat tersebut berhenti melakukan fungsinya atau tidak bisa digunakan lagi dalam.
Untuk mengetahui reliabilitas atau keandalan dari pendingin pesawat tersebut, dilakukan
dengan mensubstitusikan nilai parameter yang telah diperoleh pada tahap estimasi, yaitu ﬁ =
0.143511dan @ = 5.108560 pada persamaan (3.9), maka diperoleh fungsi reliabilitas
distribusi sebagai berikut:

R(x) =1 — [(1 — ¢~ 0143511x)5.108560] (3.22)

Berdasarkan persamaan (3.22) di atas, diperoleh bentuk grafik fungsi reliabilitas sebagai
berikut:
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Gambar 3.1 Grafik fungsi reliabilitas distribusi eksponensial yang dipangatkan untuk data masa
hidup pendingin pesawat
Gambar 3.1 menunjukkan bahwa reliabilitas atau keandalan dari pendingin pesawat akan
melaksanakan fungsi yang diharapkan untuk periode waktu yang lama dengan nilai tahan hidup
yang semakin kecil.Hazard rate atau tingkat kegagalan diperoleh dengan mensubstitusikan nilai
parameter f = 0.143511 dan & = 5.108560pada persamaan (3.4), sehingga:
h(x) _ (5.108560)(0.143511) e ~0-143511%(1 _—0.143511x)5.108560~1

1—[(1-e~0-143511x)5.108560] ’
Berdasarkan persamaan (3.23) di atas dapat diketahui grafik hazard rate seperti berikut:

(3.23)
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Gambar 3.2 Grafik hazard rate atau tingkat kegagalan distribusi eksponensial yang dipangkatkan
untuk data masa hidup pendingin pesawat.

Berdasarkan Gambar 3.2, terlihat bahwa hazard rate atau tingkat kegagalan merupakan
fungsi yang semakin meningkat untuk waktu yang semakin lama dan pada saat-saat tertentu
mengalami kekonstanan yang kemudian semakin meningkat. Tingkat kegagalan untuk pendingin
pesawat semakin meningkat sampai pendingin pesawat tidak dapat berfungsi lagi.

Kumulatif tingkat kegagalan (hazard rate cumulative) diperoleh dengan mensubstitusikan
nilai parameter § = 0.143511 dan & = 5.108560 pada persamaan (3.5), sehingga:

H(x) = —In[1— (1 - e—0.143511x)5.108560] (3.24)

Grafik kumulatif tingkat kegagalan dari persamaan (3.24) seperti berikut :
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Gambar 3.3 Grafik kumulatif tingkat kegagalan distribusi eksponensial yang dipangkatkan

H(x)

untuk data masa hidup pendingin pesawat.
Gambar 4.3 menunjukkan bahwa kumulatif tingkat kegagalan distribusi eksponensial yang
dipangkatkan untuk data masa hidup pendingin pesawat merupakan fungsi yang semakin
meningkat untuk waktu yang semakin lama.

Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan di atas, diperole kesimpulan sebagai berikut:

1. Estimasi parameter dari distribusi eksponensial yang dipangkatkan dan distribusi campuran
eksponensial dengan menggunakan estimasi maksimum Likelihood.
a. Distribusi eksponensial yang dipangkatkan secara analisis adalah:

n
Tiyin (1= e

&=—

dan
5 n
b= n A y 1 o
YicaXi—(@—-1) Zizlm(xie‘ﬁxt)

Estimasi parameter distribusi eksponensial yang dipangkatkan secara numerik telah diperoleh

dengan menggunakan metode Newton Raphson pada Matlab R2010a untuk kasus data masa
hidup pendingin pesawat yaltu B = 0. 14é5ﬁdan & =5108560
a) Distribusi eksponensial campuran hanya secara analisis, yaitu:

Dua proporsi

5 =l
)
dan
41
5= 11
b2 n
Dua parameter skala
By =
1 71
2j=1x1]
dan
Bo = =
2 T2
2j=1x2]

2. Contoh perhitungan numerik estimasi parameter distribusi eksponensial yang dipengkatkan
diperoleh nilai estimasi[? = 0.143511dan& = 5.108560, artinya bahwa reliabilitas atau keandalan
dari pendingin pesawat akan melaksanakan fungsi yang diharapkan untuk periode waktu yang lama
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dengan nilai tahan hidup yang semakin kecil. Hazard rate atau tingkat kegagalan merupakan fungsi
yang semakin meningkat untuk waktu yang lama dan pada saat-saat tertentucenderungkonstanyang
kemudian semakin meningkat. Dan kumulatif tingkat kegagalan distribusi eksponensial yang
dipangkatkan untuk data masa hidup pendingin pesawat merupakan fungsi yang semakin meningkat
untuk waktu yang semakin lama.
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