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Abstrak

Penelitian ini membahas sistem Lorenz modifikasi yang menggambarkan pergerakan angin di
atmosfer yang mengalami turbulensi karena adanya perubahan temperatur yang dipengaruhi oleh
intensitas gerak fluida, temperatur horizontal serta temperatur vertikal. Sistem ini memiliki tiga
parameter real, yaitu parameter yang menentukan distribusi temperatur, nilai yang bergantung dengan
keadaan geometri suatu fluida serta nilai perbedaan temperatur antara bagian atas dan bagian bawah
lapisan. Analisis dinamik pada sistem ini menentukan titik ekuilibrium, nilai eigen serta menentukan
kestabilan dari setiap titik ekuilibrium. Sistem ini memiliki dua titik ekuilibrium. Berdasarkan analisis
yang telah dilakukan diperoleh bahwa titik ekuilibrium yang pertama dinyatakan tidak stabil dan titik
ekulibrium yang kedua stabil bersyarat. Untuk mengetahui bifurkasi dari sistem ini, diambil 27 kondisi
dengan parameter yang berbeda-beda. Dengan mengambil 27 kondisi ini dapat dilihat perubahan
kestabilannya. Karena adanya perubahan kestabilan, maka sistem ini termasuk bifurkasi transcritical.
Limit cycle yang terbentuk adalah limit cycle stabil karena bagian luar dan dalam limit cycle mendekati
limit cycle.

Kata kunci: Bifurkasi, Kestabilan, Sistem Lorenz, Sistem Lorenz Modifikasi, Titik Ekuilibrium.

Abstract

This research discusses a modified Lorenz system, this system represent wind motion in the
atmosphere be through of turbulence due temperature are changed, that is influenced by the intensity
of fluid motion, horizontal temperature and vertical temperature. The system has three real parameters,
which are determine the temperature distribution, the value that depends on the geometric state of a
fluid, and temperature difference between the top and bottom of the layer. Dynamical analysis of this
system are determines the equilibrivrh-point! theéigenvaldes,; and stability-of each equilibrium point.
This system have two equilibrium point. Based on the analysis, the first equilibrium point is unstable and
the second equilibrium points is stable with certain conditions To find out the bifurcation of this system,
27 conditions were taken with different parameters. Taking these 27 conditions can be seen as a change
in stability. Because of the stability changes, this system includes transcritical bifurcation. Formed of
limit cycle is stable because the outside and inside the limit cycle approach the limit cycle.

Keywords: Bifurcation, Equilibrium Points, Lorenz System, Modified Lorenz System, Stability.

Pendahuluan

Berdasarkan Q.S. Al-Furgan ayat 48, ayat tersebut menjelaskan bahwa angin adalah sebagai
pertanda sebelum turunnya hujan. Kemudian pada tahun 1963, ada seorang pakar meteorologi yang
membuktikannya, yaitu bernama Edward Lorenz dan penemuannya ini dikenal dengan sistem Lorenz.
Sistem ini menggambarkan aliran angin di atmosfer untuk kebutuhan peramalan cuaca.

Sistem Lorenz merupakan sebuah model yang menggambarkan pergerakan angin di atmosfer
yang mengalami turbulensi karena adanya perubahan temperatur [2]. Sistem Lorenz ini identik dengan
kata chaos, yaitu perilaku dari suatu sistem yang memiliki kesensitifan terhadap kondisi awal [18]. Ini
bermula ketika Edward Lorenz akan meramal cuaca, namun Edward menemukan sebuah perilaku yang
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tak biasa, yaitu lintasan yang tidak teratur. Jadi, apabila ada perubahan kecil pada kondisi awal akan
merubah hasil akhir. Sehingga sistem ini sangat bergantung pada kondisi awal [2].
Secara matematis, sistem Lorenz merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier [1]:

x =aly —x)
y=CX—XZ—Yy (1)
zZ=xy—bz

Pergerakan angin ini dapat digambarkan dengan tiga variabel yang bergantung terhadap waktu,
yaitu x adalah intensitas gerak fluida, y adalah temperatur horizontal, sedangkan z adalah temperatur
vertikal. Sistem Lorenz ini memiliki tiga parameter, yaitu a, b, dan c yang merupakan parameter konstan

bernilai positif, dimana a = 10, b =§, dan ¢ = 28. Nilai a adalah bilangan Prandtl yang merupakan nilai

untuk menentukan ditribusi temperatur pada suatu aliran. b merupakan nilai yang bergantung dengan
keadaan geometri suatu fluida. Sedangkan c adalah bilangan Rayleigh yang merupakan nilai perbedaan
temperatur antara bagian atas dan bagian bawah lapisan [2].

Metode
Paper ini akan membahas sistem yang baru dari Sistem Lorenz sebelumnya, berikut ini adalah
Sistem Lorenz yang telah dimodifikasi [1]:
x =mny — x)
Yy = 0X — XZ (9)
Z=Xxy—nz
dimana x, y, dan z adalah variabel dan m, n, o adalah parameter real.
Berikut ini keterangan dari masing-masing variabel dan parameter:
Tabel 2. Parameter dan Variabel

Parameter/ ) )
] Keterangan Satuan Dimensi Interval
Variabel
X Intensitas gerak fluida : [T x>0
waktu
y Temperatur horizontal °c IMPPILI’[T]? | -°C<y<’C
z Temperatutvertikal 4O IMBIEIED *C<z<°C
Nilai untuk menentukan
m distribusi temperatur pada °c [IMPPILI°[T]° | -°C<m<°C
suatu aliran.
Nilai yang bergantung dengan
n keadaan geometri suatu °c [IMTPILITT° -C<n<’cC
fluida.
Nilai perbedaan temperatur
o antara bagian atas dan bagian °c IMI°[L]°[TT° -C<o<’C
bawah lapisan.

Untuk mendapatkan titik ekuilibrium pada sistem tersebut, misalkan x = y = Z = 0. Sehingga
diperoleh,
Pi=(x,y,2)=(0, 0, 0)
P2 = (x,y,2) = (W0, Vo, 0)

Selain itu, dari sistem pun didapat matriks Jacobi sebagai berikut:
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-m mn O
J=|o-z 0 -Xx
y X —-n (10)

Setelah mendapatkan matriks Jacobi, substitusikan masing-masing titik ekuilibrium pada matriks Jacobi
untuk mendapatkan nilai eigen. Ketika P1 = (x, y, z) = (0, 0, 0), maka diperoleh

A =-N
—m++m? +4mno
A= 2
A= —m—+'m?+4mno
B 2

Pada titik ini, kondisinya tidak stabil.
Ketika P2 =(x, y, z) = (nVo, Vo, o), diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
2 +(m+n)2 +(mn+n’)i+2mn?0 =0
untuk menganalisis kestabilannya maka gunakan Routh-Hurwitz. Hasil analisisnya adalah titik
ekuilibrium yang kedua ini stabil bersyarat apabila (m+n)> 2mn’o .
{mn-+n’)
Diberikan suatu fungsi sebagai berikut:
X2 2 22
L(x,y,z):%+y7+7 (112)

Suatu fungsi dikatakan fungsi Lyapunov apabila memenuhi syarat sebagai berikut:

e L(x,y,z) >0, karena fungsi mutlak bernilai positif.

e L(x,y,z) = 0jika dan hanya jika L(X,Y,z)=(0,0,0)

dL .
o L(x,y,z) bukan fungsi naik sehingga a = =01,

Fungsi di atas dikatakan fungsi Lyapunov dan stabil asimtotik bersyarat apabila memenuhi x* + nz2> (n +
o)xy.

Untuk mengetahui bifurkasi dari Sistem Lorenz Modifikasi ini, asumsikan kompartemen z
sebagai sebuah fungsi dari variabel t, sehingga untuk menganalisis bifurkasi ini menggunakan sistem
linear 2-dimensi [1]. Kareria Sistén diatasimadih berbentUK neAlfR&an makaidilakukan linearisasi dengan
matriks Jacobian sebagai berikut:

—m mn
J= 0
0-12 (12)
Sehingga, diperoleh persamaan karakteristik beserta nilai eigennya sebagai berikut:
2 _
A2 +mAi-mn(o-2)=0 (13)
—m-+~/m? +4mno— 4mnz
A= >
(14)
4 —m—+/m? +4mno—4mnz
, =
2

Hasil dan Diskusi
Selanjutnya, dari persamaan (13) dapat diambil 27 kondisi dengan parameter yang berbeda-beda.
Sedangkan untuk menganalisis kestabilannya, gunakan jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan
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kuadrat. Apabila ingin mengetahui perubahan kestabilannya, substitusikan setiap parameter pada

persamaan (14). Sehingga diperoleh sebagai berikut:
Tabel 3. Pengelompokkan Kestabilan

Kestabilan Berubah Tetap Stabil

Tetap Tidak Stabil

m>0,n=0,0=0 m>0,n>0,0>0

m<0,n>0,0>0

m>0,n=0,0<0 m>0,n<0,0>0

m<0,n<0,0<0

m>0,n=0,0>0 m>0,n>0,0<0

m<0,n>0,0<0

m>0,n>0,0=0

m<0,n=0,0<0

m>0,n<0,0<0

m<0,n<0,0>0

m<0,n<0,0=0

m<0,n=0,0=0

m>0,n<0,0=0

m<0,n>0,0=0

m<0,n=0,0>0

Dari pengambilan 27 kondisi, maka sistem Lorenz modifikasi ini termasuk dalam bifurkasi
transcritical. Dapat dilihat pada tabel 3, ada 3 kondisi yang menyatakan bahwa adanya perubahan
kestabilan yang awalnya tidak stabil menjadi stabil. Sistem ini termasuk ke dalam subcritical karena

perubahan kestabilan yang dihasilkan adalah dari tidak stabil menjadi stabil.

Berikut ini merupakan phase portrait yang terbentuk dari pengambilan 27 kondisi dengan

parameter yang berbeda-beda menggunakan software Maple:

:/f/////ng
= s leac
- )

Gambar1l. m>0,n>0,0>0

S

e e e e T T
R
e N
o e T P T T S N B
L L S
o e T R RN RN NN
R T NN
T T N O NN
;:\\\‘\\\\\‘\ ~

LN N N

DAL
R

R A TN AN
R e AR L A NNANNN
R i A LUV UL UL WL N NN

¥t

Gambar2.m<0,n>0,0>0

¥

-2,x1018 i
-4, %10k
-6, %1018 4
-8, %1018 4

e lg OO

~12x10%

S 16 5 101 e e e N N N N N N Y Eiﬁi

04

s s i o
e
T T

T e e e

e OO Y
e SRRV N N NN
o OO OO Y Y Y

i i i

R R N T R A

///////////////////

e PRSI A e
Iy NN iy
ST el s b i
FAE LISl s
LSl i sl i f sl
LTSS
IR i i eds
LSS 7207
SIS LSS SIS
LLLLI LI I sl s S SES
SELL SIS LSS
LSS TIIr LSS
LSS ST SIS S SIS

AL

LA S

AL ST SIS

AL
PPNy NEEEe

e e B,

N

_aod
a0
o
- 120
140
- 160

-180

Gambar3. m=0,n>0,0>0

=

7 .

/

P

NN s S

166



Kubik, Vol. 4 No. 1 Edisi Mei 2019

Gambar4. m>0,n<0,0>0

P

g e e e e e, T T e e
e
e T s e e e o e T e e e
e e e e e
L B
F o B v SO NN
P e R N
e e T e T e T
? P
|
N

N
N\
4
|
|

Pt BN NN N N N

b ENL NN N N N T S

[ S N NN NN NN
=

P e S LN

SRR

D P N BT AR N P AN
R e a7 AT S NN
R it e B LSRN WL NN

N

LN

Rt
o
ot

Gambar10. m>0,n<0,0<0
R s S
[ R B e

firrirszs7z
11 rrriss
sy
et
L O A A
AT
R EEREE
T T T gk ¥
Rl
i AR RN
i AN NN
Y oot N
5\ LR
NN N

NN NN
NN NN
AN NN
LN

Gambar 13. m<0,n<0,0>0
/////////////////4/

. : : ;
SSF s P B B Y
EE VPPV, NSV SV
SALL ST r s f i
AY SIS TSI s S
FELLIITL I il
B PPN Y
AL IS LIPS

LA SL LTI ST
W A LA LI S
IV IV N Yy
Y VOSSN
Y IV,
ad SIS SIS SIS
VPPN PN Yy eYs
A SIS SIS LSS
VLYV YeY:
LSS LSS LSS
SALL LA SIS LTI LI

Gambar16. m>0,n=0,0=0

13 o

kas
Gambar 14.m<0,n<0,0=0

Gambar5.m>0,n=0,0>0

P e e e T T N N Ny

SN
W N
"W N
RN
Ny
Ny
N
R
VY
YLy
VL
T »»5%
b T
[
IREREAN!
IR
NN
NN
Gambar8.m<0,n<0,0<0
I/ aryw i o g et mepyat
i &wwvéw R 4ok
WAL LR LT
s FE LA
- AUV AL LA
i RN
ALY L
axio® OGOV LY
VUYL
NN
wooo ALY
G 1 PR
NN

-8, % 1%

-1, % 1%

Gambar11.m<0,n>0,0<0

S T T e e

R e A  at e el

2006, 4000, 6000 300010008, 13000, 14080 36000~
OO YR OOV Y
B U N R O N
SR A Y
R R Y
OO O S SO N
VROV R R O N
SR N N
R R R R
s R R

200000 N N N N O O R
R R RN
SR R,
R
I R
OV O N OO N
NN N SO RN
DR L L RERNEN W
VROV R O Y

Gambar 17.m<0,n=0,0=0

-100000

-300000 o

lIl“IIaIIIVIdLCﬂIIatINO

Gambar15.m=0,n=0,0=0

ISSN : 2338-0896

Gambar6.m>0,n>0,0<0

el 099953 i1,00002 0004

_sn4

-100+

¥

-1304

—200

Gambar9.m=0,n<0,0<0

2000, 4900, 601 50 10008, 12000, 14000 1600~
SO SO U R N
SO OO RN
T
2100000 % NN OO RO O Y
OO S RO O RO
R R N
B R
R
T R R R SRR RN

B R
R R
OO SO O S
R e
D R R
e e N
D R
OO O O RO
OO O N O N R

Gambar12.m<0,n=0,0<0

000 099903 i1,0p0od 2 00004

_30d

¥ -1004

-150+

-200+

299 090352/ 1,0p002 00004

_ 504

¥ -1004

-150

-200

Gambar18. m=0,n>0,0=0

167



Kubik, Vol. 4 No. 1 Edisi Mei 2019 ISSN : 2338-0896

eteietel 099953 i1,00002 0000y 9000, 0, 9‘ 92| i.0po2 00004

_504 h -50

b -100 o . 0 —1004
-120
13504 - 1404 -5
- 1604
-1304 -2004
-2004
Gambar19. m=0,n<0,0=0 Gambar20.m=0,n=0,0>0 Gambar21.m=0,n=0,0<0

o O OO O
I Y
R O NN N N Y
T e N O Y Y
e N NN N Y

SIS LSS
SIS L
AL LSS
AL LSS
A LA v sl lrd s

Gambar22. m>0,n<0,0=0 Gambar23.m<0,n>0,0=0 Gambar24.m>0,n=0,0<0

0

A*\%&wfﬁ$$é5?$§?é$%i h { /////////////////4/
NGV R R L 1 v

N L ] \ 5??5??5?%&??5@55

T‘::\\htttt{kkittttt 110 : SAL AL T LT fi s

T Yroiiiidddssiiflossss

S AR R R RS ] K Bheviiiii i iy

. ﬁm‘\:::\\hhttttttttt 7 : SELLS I d IS

B e b IO erivresveyi

P N \i\\\kt\\§ o TN Yovoesiis sy

: S OO Y wo W /LS L LIS

B S N SALLL SIS I LSS

R Y VNIV

g1l T OO N VY ISV IS,

T N N Jorbifi i il i i s il

T

-1, % 106

e B R T

2000, 200 €000 000 L0005, 12000, 4000 16000 s965q. | 0Eod Lapoca | {ooeo ] ‘ .
NN TR O N 90peq | 0pones }
SO O R OO O Y -20-
R R
SOV OO R R - -+
100000 NN NN N O NN N N
R L R SRR -0
O RO O SO N NN N
R NN
w0 B N
DR
R R RN ]
N R OO O CSONN N N Y 1504
NOVR VO ROV OV 1)
R A R
AV OV OV OOV Y “1601
T A
R AR -z00- -1801
NV RO R R NN Y

Gambar 25. m<0,n=0,0>0 Gambar26.m=0,n>0,0<0 Gambar27.m=0,n<0,0>0
Setelah mengetahui MIj@if?[gﬁé%amgﬁfpﬂykmgrﬁ@%% g%pggégari limit cycle dari sistem

Lorenz modifikasi ini. Yang pertama dilakukan adalah lihat kembali kompartemen x dan y dengan

-100+
o) o

-200000 5

mengubahnya ke koordinat polar dengan pendekatan titik ekuilibrium, sehingga diperoleh sebagai
berikut:

r'=—-mr

0'=0
Dari konversi di atas, dapat dianalisis bahwa ketika r =0 maka r'=0. Kemudian ketika r <0 maka

(15)

r'> 0sehingga orbit bergerak menuju tak hingga. Sedangkan ketika I >0 maka r'<0sehingga orbit
bergerak menuju 0. Berikut ini gambaran limit cycle yang terbentuk dari persamaan (15) dengan
mengambil sebarang jari-jari sebesar r > 0.

Kesimpulan
1. Sistem Lorenz modifikasi ini memiliki 2 titik ekuilibrium. Untuk P; = (x, y, z) = (0, O, 0), kestabilan
dari titik ini tidak stabil. Pada P, = (x, y, z) = (nWo, Vo, 0), analisis kestabilannya didapat dengan
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menggunakan metode Routh-Hurwitz, dimana titik ini stabil bersyarat apabaila memenuhi
(m+n)> 2mno

(mn +n2o)

2. Dengan menggunakan kestabilan Lyapunov, fungsi ini dikatakan fungsi Lyapunov dan stabil
asimtotik bersyarat apabila memenuhi x* + nz>> (n + o)xy.

3. Bifurkasi pada sistem ini termasuk ke dalam bifurkasi transcritical karena ketika mengambil 27
kondisi dengan parameter yang berbeda-beda maka yang dihasilkan hanyalah perubahan
kestabilan bukan penambahan atau pengurangan titik kritis. Untuk perubahan kestabilan yang
terjadi adalah dari kondisi tidak stabil menjadi stabil, maka termasuk subcritical.

4. Mengenai limit cycle, ketika I >0 maka r'< 0sehingga orbit bergerak menuju 0. Kemudian
ketika @'=C > 0 maka arah orbit berlawanan dengan arah jarum jam. Sehingga limit cycle yang
terbentuk adalah limit cycle stabil karena lingkungan pada bagian luar maupun dalam limit cycle
semuanya mendekati limit cycle.
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