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Abstrak 

Pada artikel ini, sebuah metode iterasi baru dikonstruksi menggunakan generalisasi metode iterasi dua 

titik dengan delapan parameter real A, B, C, D, E, F, G, dan H. Generalisasi bentuk metode iterasi dilakukan 

untuk menentukan orde konvergensi optimal dengan mengganti nilai-nilai parameter real. Hasil kajian 

menunjukkan bahwa metode iterasi mempunyai orde konvergensi tiga yang melibatkan delapan 

parameter real. Selanjutnya orde konvergensi metode iterasi meningkat dengan mengganti A = E dan B = 

F + 2 sehingga hanya melibatkan enam parameter real. Selain itu, metode iterasi memerlukan tiga evaluasi 

fungsi dan memiliki indeks efisiensi sebesar 41/3  1, 5874. Simulasi numerik diberikan untuk menguji 

performansi metode baru dengan menggunakan beberapa fungsi real. Performa metode iterasi baru 

tersebut adalah jumlah iterasi, orde konvergensi yang dihitung secara komputasi dan nilai mutlak fungsi. 

Selanjutnya, ukuran-ukuran performansi metode iterasi baru dibandingkan dengan Metode Newton, 

Metode Chun, Metode Newton Ganda dan Metode Noor. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa 

metode iterasi baru mempunyai performa lebih baik dibandingkan dengan metode iterasi lainnya. 

Kata kunci: Indeks efisiensi, metode iterasi dua titik, orde konvergensi, persamaan nonlinier 

 

Abstract 

In this paper, a new iterative method was constructed by using a generalized two-point iterative method 

with eight real parameters A, B, C, D, E, F, G, and H.  Generating form of the iterative method was done 

to find an optimal order of convergence by replacing the value of the real parameters. The result of the 

study shows that the iterative method has a third-order convergence involving eight real parameters. 

Furthermore, the convergence order of the iterative method increases by taking A = E and B = F + 2 so 

that it involves six real parameters. Besides that, the iterative method requires three evaluation functions 

and has an efficiency index equal to 41/3  1.5874. Numerical simulations are given to test the performance 

of the new method by using several test functions. The performances of the new iterative method are the 

number of iteration, computationally order of convergence, and the absolute value of the function. 

Furthermore, performance measures of the new method were compared with Newton’s method, Chun’s 

method, Double Newton’s method, and Noor’s method. Numerical simulation results show that the 

performance of the new method is better than other iterative methods.  

Keywords: Efficiency index, two-point iteration method, the order of convergence, nonlinear equation 
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Pendahuluan 

Persamaan nonlinear merupakan representasi matematis dari persoalan-persoalan pada bidang 

sains dan teknologi [1, 2]. Salah satu masalah yang sering dijumpai adalah bagaimana menyelesaikan 

persamaan nonlinear tersebut dalam bentuk:   

    

𝑓(𝑥) = 0                                                                                                                                             (1) 

     

Pada umumnya hampir sebagian besar persamaan nonlinear yang terbentuk merupakan persamaan 

nonlinear yang rumit dan kompleks sehingga penyelesaian analitis sangat sulit untuk dilakukan. Oleh 

karena itu, penyelesaian Persamaan (1) dapat dilakukan dengan menggunakan perhitungan komputasi 

yang bersifat mengulang sebagai sebuah pendekatan hasil numerik. Penyelesaian persamaan nonlinear 

dengan menggunakan cara seperti tersebut biasa dikenal dengan nama metode iterasi.  

Salah satu metode iterasi yang sering digunakan untuk menyelesaikan Persamaan (1) adalah 

metode Newton dengan orde konvergensi kuadratik dan indeks efisiensi sebesar 21/2  1, 4142 [3]. Secara 

umum metode Newton memiliki bentuk sebagai berikut  
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 f '(xn)  0. 

 

Metode Newton di konstruksi dengan menggunakan polinomial Taylor orde satu, sedangkan metode 

iterasi yang dihasilkan oleh polinomial Taylor orde dua adalah metode Halley, metode Chebyshev dan 

metode Halley irasional (sebagian peneliti menyebutnya metode Euler). Metode-metode iterasi tersebut 

mempunyai orde konvergensi masing-masing tiga [4, 5, 6, 7]. Metode iterasi yang dikonstruksi 

menggunakan polinomial Taylor baik orde satu maupun orde dua adalah metode iterasi satu titik. 

Pada saat ini, beberapa peneliti mengembangkan metode Newton menjadi metode iterasi dua titik 

dengan orde konvergensi lebih tinggi yang menghasilkan suatu metode iterasi dalam bentuk perkalian 

dengan f(yn)/f (xn). Berbagai pendekatan digunakan untuk menghasilkan bentuk metode iterasi tersebut, 

seperti: metode analisis homotopi [8], modifikasi metode Euler [9], modifikasi metode Newton ganda 

[10,11, 12], modifikasi metode King [13], fungsi kuadratik [14], kombinasi linear tiga parameter [15], 

metode perturbasi homotopi [16].  

  

Selanjutnya, Ghanbari [17] mengembangkan bentuk metode iterasi dua titik yang disebutkan di atas 

dengan melibatkan parameter real yang ditulis dalam bentuk 
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Pada artikel ini, penulis membahas bagaimana mengkonstruksi metode iterasi dua titik dengan cara 

memperluas bentuk iterasi yang diberikan oleh persamaan (3) dengan melibatkan delapan parameter 
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real. Pemberian delapan parameter real ini akan memungkinkan munculnya varian-varian metode iterasi 

dua titik baik berorde tiga maupun berorde empat. 

Simulasi numerik diberikan untuk menguji performa metode iterasi baru dengan menggunakan 

beberapa fungsi real. Ukuran-ukuran performa yang akan diuji meliputi: jumlah iterasi, komputasi orde 

konvergensi, dan nilai mutlak fungsi.  Selanjutnya, performa metode iterasi baru dibandingkan dengan 

metode iterasi lainnya, yaitu: Newton [3], metode Chun [13], metode Newton Ganda [11], dan metode 

Noor [16]. 

 

Metode 

Pada bagian ini, penulis menggunakan beberapa definisi yang digunakan pada proses mengkonstruksi 

metode iterasi, menentukan orde konvergensi, baik menggunakan ekspansi deret Taylor maupun komputasi (COC) 

dan simulasi numerik. Adapun definisi yang digunakan adalah sebagai berikut: 

 

Definisi 1. Misalkan f (x) merupakan sebuah fungsi dengan akar persamaan  dan {xn} adalah sebuah barisan 

bilangan real untuk n  0 yang konvergen ke . Jika terdapat c  0 dan p  1 sedemikian hingga, 
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,  (4) 

maka p adalah orde konvergensi dari deret {xn}, dan c adalah konstanta galat asimtotik (asymptotic error constant). 

Untuk 1,  2,  3,p  maka deret konvergen linear, kuadratik, dan kubik [1]. 

 

Definisi 2.  Misalkan en = xn    adalah galat pada iterasi ke  n, maka galat pada iterasi ke-(n+1)  didefinisikan oleh  

                    
1

1 ( )p p

n n ne ce e 

   ,  (5) 

dengan p  adalah orde konvergensi dan c  adalah konstanta asimtotik [1].  

 

Definisi 3. Misalkan r  adalah jumlah dari evaluasi pada fungsi atau salah satu dari derivatifnya, maka efisiensi dari 

suatu metode iterasi diukur dengan indeks efisiensi yang didefinisikan oleh [3] 

                                  
1
rIE p .  (6) 

 

Definisi 4. Misalkan  adalah akar persamaan fungsi f (x) dan  xn  1, xn dan xn + 1 adalah akar-akar pendekatan pada  

iterasi  ke- (n  1), n dan  (n + 1)  yang  dekat  dengan  ,  maka  orde  konvergensi  komputasi dihitung menggunakan 

formulasi [3] 
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Selanjutnya untuk mengkonstruksi metode iterasi dua titik, penulis awali dengan menuliskan 

kembali bentuk umum metode iterasi dua langkah yang diberikan oleh 
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dengan  
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Misalkan ( f(xn), f(yn) )
 
 suatu fungsi dalam  f(xn) dan f(yn) yang melibatkan delapan parameter real  A, B, 

C, D, E, F, G, dan H yang ditulis dalam bentuk :  
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maka Persamaan (8) dapat ditulis kembali dalam bentuk 
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Persamaan (11) merupakan metode iterasi dua titik dengan parameter A, B, C, D, E, F, G, dan H dan 

melibatkan tiga evaluasi fungsi yaitu  f(xn), f '(xn), dan  f (yn).  

 

Hasil dan Diskusi 

1. Analisis Konvergensi 

Salah satu ukuran performa suatu metode iterasi adalah orde konvergensi, baik yang dihitung 

secara analitis menggunakan ekspansi deret Taylor maupun secara numerik. Berikut ini diberikan orde 

konvergensi dari metode iterasi (11) menggunakan ekspansi deret Taylor. 

 

Teorema 1. Misalkan   D adalah sebuah akar dari fungsi f(x) yang terdiferensial  f : D  R  R untuk 

interval buka D. Jika x0 cukup dekat ke  maka Persamaan (11) memiliki orde konvergensi empat untuk  A  

= E, dan B = F + 2 yang memenuhi persamaan  galat berikut 
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Bukti : Misalkan  adalah sebuah akar sederhana dari f(x) = 0 maka f() = 0. Asumsikan bahwa f '()  0 

dan xn =  + en. Selanjutnya dengan menggunakan ekspansi deret Taylor, aproksimasi fungsi f(xn) di sekitar 

 diberikan oleh 
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Kemudian untuk fungsi  f '(xn) diekspansi disekitar  xn menggunakan deret Taylor sehingga diperoleh, 
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Jika Persamaan (13) dibagi dengan Persamaan (14), kemudian dengan menggunakan deret geometri 

diperoleh  
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sehingga dengan mengambil n nx e   , maka persamaan (9) menjadi:  
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Persamaan (16) juga dapat ditulis ke dalam bentuk:  
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Oleh karena  f () = 0 dan yn =  + sn, maka ekspansi  deret Taylor terhadap  f(yn) disekitar  adalah  
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Substitusi Persamaan (18) ke Persamaan (19), maka diperoleh, 
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Selanjutnya dengan menggunakan Persamaan (13) dan (19), maka kuadrat dari  f (xn) dan  f (yn) masing-

masing diberikan oleh  
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Penjumlahan f(xn) dan f(xn)2, serta penjumlahan f(yn) dan f(yn)2 masing-masing diberikan oleh  
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Sedangkan perkalian  f(xn) dan  f(yn), diberikan oleh  
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Selanjutnya, bagi Persamaan (20) terhadap Persamaan (13) maka diperoleh 
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Berikutnya hasil dari  
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Gunakan Persamaan (30) dan (31), maka diperoleh  
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Kemudian substitusi Persamaan (16), (29) dan (32)  ke Persamaan (11) dan dengan menggunakan 

manipulasi aljabar, maka diperoleh orde konvergensi metode iterasi (11) dalam bentuk    
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Akhirnya, oleh karena xn+1 =  + en+1, Persamaan (33) menjadi  
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Berdasarkan Persamaan (38) dapat dilihat bahwa orde konvergensi pada Persamaan (11) meningkat 

dengan  menentukan A = E  dan  B = F  + 2.  Oleh karena itu, dengan  mensubstitusikan kembali nilai   A = 

E dan B = F  + 2 ke Persamaan (34), maka diperoleh  

                          3 2 4 5
1 2 3 2 2(5 2 ) '( )(2 ) ( )n n ne c c F c f E D H c e O e          (35) 

 

Persamaan (35) memperlihatkan bahwa metode iterasi yang diberikan pada Persamaan (11) mempunyai 

orde konvergensi empat untuk A = E, B = F +1, dan D, E, F, H  . 
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Bentuk Khusus 

Adanya delapan parameter pada Persamaan (11), memberikan kemungkinan metode iterasi dapat 

membentuk metode iterasi lainnya dengan memberikan nilai-nilai sembarang parameter.  

a. Selanjutnya dengan mengganti A = E dan B = F + 2 diperoleh metode iterasi berode konvergensi 

empat dengan enam parameter yang ditulis dalam bentuk 
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Berikut ini beberapa metode iterasi yang dapat dibentuk.  

Untuk kasus C = D = E = G = H = 0 dan F R memberikan beberapa kemungkinan metode iterasi: 

- Untuk F  R, Persamaan (11) menjadi metode iterasi King [12]. 

- Untuk F = 2, Persamaan (11) menjadi metode iterasi Chun [13]. 

- Untuk F = 1, Persamaan (14) menjadi metode iterasi dalam bentuk [16] 
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- Untuk F = 0, Persamaan (14) menjadi metode Alamsyah dan Wartono [9] untuk  = 1 yang 

diberikan dalam bentuk 

                                 
1

( ) ( ) ( )
1 2

'( ) ( ) '( )

n n n
n n

n n n

f x f y f y
x x

f x f x f x


 
    

 
. (38) 

- Untuk 
5 3 7

, ,
2 2 2

F     , Persamaan (11) menjadi metode Noor [16] yang masing-masing ditulis  
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b. Untuk A = B = C = D = E = F = G = H = 0, Persamaan (11) menjadi metode Potra-Ptak [18]. 

 

2. Simulasi Numerik 

Untuk menguji performa metode baru pada Persamaan (11) yang disingkat GMID, diberikan 

simulasi numerik menggunakan perangkat lunak Maple 13 dengan 850 digit arithmetic Selanjutnya 

performa yang diuji adalah jumlah iterasi dan nilai mutlak fungsi pada iterasi ke-n, sedangkan metode 

iterasi pembanding adalah metode Newton [3], metode Chun [13], metode Newton Ganda [10], dan 

metode Noor [16] yang masing-masing disingkat MN, MC, MND dan MNR.  

Simulasi numerik dilakukan dengan mengambil tebakan awal x0 sedekat mungkin dengan akar 

persamaan  dengan menampilkan 15 digit aritmetik. Adapun fungsi yang akan digunakan adalah sebagai 

berikut. 
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104)( 23

1  xxxf ,  = 1,365230034140968, 

2

2 4)( xexf x  ,  = 4,306584728220699, 

1)1()( 6

3  xxf ,  = 2,000000000000000, 

5)ln()(4  xxxf ,  = 8,309432694231571, 

1)1cos()( 32

5

2

  xxexf xx ,  = 1,000000000000000, 

1,0)(6  xxexf ,  = 0,111832559158962, 

xxxf  )cos()(7 ,  =  0,739085133215160, 

1)(sin)( 2

8  xxxf ,  = 1,4044916482153441. 

 

Banyaknya jumlah iterasi yang digunakan oleh metode iterasi (11) dan metode iterasi lainnya, dan 

penghentian program komputasi menggunakan  kriteria berikut, 

  nn xx 1
.      (42) 

dengan 9510 , seperti diperlihatkan dalam tabel berikut. 

Tabel 1 Perbandingan Jumlah Iterasi dengan 9510  

Fungsi 0x  MN MC MNG MNR GMID 

f1(x) 
1,2 8 5 4 5 4 

1,5 7 4 4 4 4 

f2(x) 
4,2 8 5 4 4 4 

4,5 7 5 4 4 4 

f3(x) 
1,9 8 5 4 5 5 

2,2 8 5 4 5 5 

f4(x) 
1,8 8 5 4 5 5 

2,5 8 5 4 5 5 

f5(x) 
-1,5 7 5 4 4 4 

0,0 7 5 4 4 4 

f6(x) 
-0,2 8 5 4 5 4 

0,3 8 5 4 4 4 

f7(x) 
0,5 7 4 4 4 4 

1,5 7 5 4 4 4 

f8(x) 
1,2 8 5 4 4 4 

2,0 8 5 4 5 5 

 

Berdasarkan Tabel 1 jumlah iterasi dari metode iterasi baru dan metode iterasi lainnya yang 

berorde empat lebih sedikit dibandingkan metode-metode lainnya.  

Selain jumlah iterasi, ukuran lain performa suatu metode iterasi ditentukan oleh orde konvergensi 

yang dihitung secara komputasi yang diberikan oleh 
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Orde konvergensi yang dihitung secara komputasi (computational order of convergence atau COC) 

dengan rumus yang diberikan oleh persamaan (43) dengan menggunakan ketelitian sebesar 10-95 

ditunjukkan pada tabel berikut. 

 

Tabel 2 Perbandingan COC  dengan 9510  

Fungsi 0x  MN MC MNG MNR GMID 

f1(x) 
1,2 2,0000 3,0000 3,9997 4,0000 4,0000 

1,5 2,0000 3,0001 4,0000 4,0000 4,0000 

f2(x) 
4,2 1,9988 3,0000 4,0000 3,9990 3,9998 

4,5 2,0000 3,0005 4,0000 4,0000 3,9999 

f3(x) 
1,9 2,0000 2,9996 4,0000 3,9999 4,0000 

2,2 2,0000 3,0000 3,9996 4,0000 4,0000 

f4(x) 
1,8 2,0000 2,9997 4,0000 4,0000 3,9997 

2,5 2,0000 3,0000 4,0000 4,0000 4,0000 

f5(x) 
-1,5 1,9996 3,0000 4,0000 3,9998 3,9999 

0,0 2,0000 3,0004 4,0000 4,0000 4,0000 

f6(x) 
-0,2 2,0000 3,0000 3,9999 4,0000 4,0000 

0,3 2,0000 3,0000 4,0000 3,9998 3,9999 

f7(x) 
0,5 2,0000 2,9994 4,0000 4,0000 4,0000 

1,5 2,0013 3,0000 4,0004 4,0000 4,0000 

f8(x) 
1,2 2,0000 3,0000 4,0000 3,9997 4,0000 

2,0 2,0000 3,0013 4,0000 4,0010 4,0000 

 

Berdasarkan Tabel 2 dapat dilihat bahwa nilai COC pada setiap fungsi dari Persamaan (11) 

mendekati 4 (empat). Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa metode pada Persamaan (11) memiliki 

orde konvergensi 4 (empat).  

Selanjutnya nilai nilai mutlak fungsi, |f(xn)| pada setiap metode iterasi dengan menggunakan Total 

Number of Functional Evaluation (TNFE)  yang sama sebesar 12 evaluasi fungsi, seperti ditunjukkan dalam 

tabel berikut.  

 

Tabel 3 Nilai  |f(xn)| dengan TNFE=12 

Fungsi 0x  MN MC MNG MNR GMID 

f1(x) 
1,2 2,7417e – 35  8,0815e – 45  3,9823e – 43  3,4525e – 14  2,0486e – 124  

1,5 4,5366e – 76  1,7344e – 96  4,5366e – 76  1,2273e – 62  4,5178e – 182  

f2(x) 
4,2 2,6996e – 45  1,4792e – 57  2,6996e – 45  2,1964e – 26  5,1992e – 121  

4,5 3,1919e – 52  2,4261e – 66  3,1919e – 52  3,6357e – 40  1,7482e – 105  

1,9 7,2278e – 36  3,4892e – 45  7,2274e – 36  3,8007e – 15   1,6019e – 33  
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Fungsi 0x  MN MC MNG MNR GMID 

f3(x) 2,2 2,7348e – 26  3,7378e – 33  2,7348 e-26 9,6064e – 18  1,0775e – 54  

f4(x) 
1,8 2,8660e – 41  4,2365e – 52  2,8660 e-41 2,8694e – 21   3,4640e – 50       

2,5 3,8845e – 28  1,5951e – 35   4,6449 e-16 2,0875e – 19  1,4617e – 58  

f5(x) 
-1,5 5,7389e – 66  5,1899e – 92  5,7389e – 66  1,4576e – 56  9,5119e – 131  

0,0 1,9261e – 65  9,3636e – 73  1,9261e – 65  2,2067e – 47  5,7241e – 134  

f6(x) 
-0,2 1,0735e – 42  9,0538e – 54  1,0735e – 42  4,5325e – 23  8,1694e – 136  

0,3 3,0850e – 36  1,2725e – 45  3,0850e – 36  3,8010e – 26  8,5238e – 106  

f7(x) 
0,5 2,6328e – 78  6,3304e – 33  2,6328e – 78  8,6634e – 62  4,9531e – 250  

1,5 3,7607e – 64  3,5077e – 80  3,7607e – 64  1,4098e – 52  6,9210e – 136  

f8(x) 
1,2 2,0864e – 47  7,4954e – 60  2,0864e – 47  2,8002e – 28  1,4071e – 167  

2,0 2,2623e – 32  8,2994e – 41  2,2623e – 32  3,0978e – 23  4,6600e – 69  

 

Berdasarkan  Tabel 3 dapat dilihat bahwa nilai mutlak fungsi, |f(xn)| pada metode iterasi  baru lebih 

kecil dibandingkan dengan metode lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa metode iterasi pada Persamaan 

(11) mempunyai akurasi yang lebih baik dibandingkan metode lainnya. 

 

Kesimpulan  

Pada artikel ini, metode iterasi baru yang diberikan pada Persamaan (11) dikonstruksi dengan cara 

memperumum bentuk metode iterasi dua titik yang melibatkan delapan parameter real. Metode iterasi 

baru memiliki orde konvergensi 4 (empat) untuk A = E dan B = F + 2 dengan persamaan galat yang 

diberikan oleh 

 
)())2)((')25(( 542

2

3

2321 nnn eOecHDEfcFcce   . (44) 

 

Metode iterasi baru pada Persamaan (11) memerlukan tiga evaluasi fungsi untuk setiap iterasinya 

sehingga menghasilkan indeks efisiensi sebesar 41/3  1, 5874. Berdasarkan Tabel 1 dan 2 dapat dilihat 

bahwa Persamaan (11) memiliki nilai COC yang lebih tinggi dibandingkan metode iterasi lainnya. Selain 

itu, Persamaan (11) memiliki jumlah iterasi paling sedikit sehingga dapat dikatakan bahwa Persamaan (11)  

lebih efektif dalam menghampiri akar-akar suatu persamaan nonlinier, sedangkan Tabel 3 menunjukkan 

bahwa metode iterasi baru mempunyai akurasi yang lebih baik dibandingkan dengan metode iterasi pada 

proses menghampiri akar-akar persamaan nonlinear. 
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